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在 数字 计算 机 出 现 之 前 ， 阿 兰 * 图 灵 束 预想 了 它们 的 功能 和 通用 
性 ...... 也 证 明了 哪些 事 是 计算 机 永远 做 不 了 的 。 

由 Windows 编 程 大 师 Charles Petzold 耗 时 多 年 编写 的 这 本 书 谢 析 了 现 
代 计 算 机 原理 开山 之 作 、 阿 兰 * 图 灵 流 廊 白 世 有 的 论文 “On Computable 
Numbers, with an Application to the Entscheidungs problem". 图 元 在 其 中 
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了 现代 程序 设计 和 可 计算 性 的 基础 。 这 本 书 也 像 是 一 本 小 说 ， 行 文 间 和 罕 
插 讲 述 了 图 灵 的 成 长 经 历 和 教育 背景 ， 以 及 他 跌宕 起 伏 的 一 生 ， 包 括 
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阿兰 * 图 灵 (1912-1954) 


天国 数学 家 、 远 辑 学 家 ， 锌 称 为 计算 机 科学 之 父 、 人 工 乔 能 之 父 ， 
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Charles Petzold 


Windows 编 程 大 师 、 世 界 顶 级 技术 作家 、 和 微软 资 深 MVP， 拥 有 25 年 
的 Windows 编 程 经 验 。1994 年 5 月 ，Petzold 作 为 唯一 的 作家 ， 获 得 由 微 
软 公 司 和 Window Magazinetz T HJWindows^c TES CZ AGRSZD) , FTE 
今天 ， 他 依然 是 Windows GDI 程 序 设计 首席 技术 作家 。 他 出 版 过 十 几 本 
阁 作 ， 其 中 包括 Win32 API 编 程 经 典 《Windows 程 序 设计 》、《 编 码 》 
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内 容 拓 要 


图 灵机 是 英国 数学 家 阿兰 .图 灵 提 出 的 一 种 抽象 计算 模型 ， 本 书 深入 剖析 了 图 灵 描 述 图 灵机 和 可 计算 性 的 论文 
《 论 可 计算 数 及 其 在 判定 性 问题 上 的 应 用 》。 书 中 在 详解 论文 的 同时 , 附带 了 大 量 的 历史 背景 资料 、 图 灵 的 个 人 经 历 ， 
以 及 图 灵机 对 人 们 理解 计算 机 、 人 类 意识 和 宇宙 所 产生 的 影响 。 

本 书 适合 所 有 计算 机 科学 专业 的 学 生 、 程 序 员 或 其 他 技术 人 员 ， 同 时 也 适合 欲 了 解 图 灵 生平 以 及 他 构建 图 灵机 
的 思维 过 程 的 读者 阅读 。 
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图 灵机 CTüring Machine) : 1936 年 ， 阿 兰 . 图 灵 写 了 一 篇 关于 计算 
机 器 的 设计 和 局 限 性 的 论文 ， 由 此 ， 它 们 被 冠 以 了 图 灵 的 名 字 。 这 个 变 
音 ii 其 实 是 不 必要 的 ， 这 只 是 大 家 推测 ， 这 么 难以 理解 的 东西 一 定 是 德 
HAE. 


一 一 摘自 Faster Than Thought: A Symposium on 
Digital Computing Machines (1953) 


研究 过 计算 机 的 历史 、 技 术 或 理论 的 人 ， 都 会 接触 到 “图 灵机 ”这 个 
概念 。 在 1936 年 ， 为 帮助 解决 数理 逻辑 中 的 一 个 问题 ， 英 国 数 学 家 阿兰 
RIR (1912—1954) 提出 了 图 录 机 。 它 是 一 种 纯 属 虚 构 的 计算 机 ， 连 
计算 机 假设 也 算 不 上 。 而 由 此 得 到 的 意外 收获 是 ， 图 灵 创 立 了 一 个 新 的 





研究 领域 一 一 计算 理论 (或 可 计算 性 ) ， 它 主要 研究 数字 计算 机 的 功能 
和 局 限 性 。 


尽 宫 图 元 机 是 一 种 并 不 太 合 理 的 计算 机 ， 但 由 于 其 目 肝 极其 简单 而 
大 放 开 彩 。 了 最 基本 的 图 元 机 只 能 进行 一 些 人 简单 的 操作 。 如 条 连 这 些 操作 
祁 不 能 做 ， 那 么 这 合 机 天 干 脆 什 么 都 列 做 了 。 然 而 ， 只 要 将 这 些 简 单 的 
操作 组 合 起 来 ， 图 姑 机 束 能 够 进行 现代 数字 计算 机 可 以 执行 的 任何 计 
" 


拨 开 云 筋 见 天 日 ， 通 过 考 伍 计算 机 的 原始 基础 ， 我 们 就 能 够 更 好 地 
理解 数字 计算 机 的 能 力 和 局 限 性 ， 这 二 者 同样 重要 。 尽 管 有 人 早 残 论证 
过 计算 机 可 以 做 什么 ， 但 在 这 种 论证 出 现 多 年 之 前 ， 图 灵 束 证 明了 计算 
机 永远 都 做 不 到 的 事 。 

图 元 机 仍然 是 被 盖 述 和 探讨 的 热门 话题 ， 你 可 以 试 试用 可 爱 的 网 络 
搜索 引 车 搜索“ 图 元 机 ”。 然 而 ， 我 猜 很 少 有 人 会 阅读 阿兰 :图 元 摘 述 他 
这 项 创造 的 蛛 始 论文 。 或 许 ， 这 与 论文 的 标题 “On Computable Numbers, 
with an Application to the Entscheidungsproblem" (“ 论 可 计算 数 及 其 在 着 
定性 问题 上 的 应 用 ”) 有 天。 即使 你 会 读 最 后 那个 单词 〈 试 试看 ， 将 重 
首 放 在 第 二 个 首 行 上， 把 这 个 首 节 友 成 类 似 “shy” 的 首 ， 这 束 开 不 多 
了 ) ， 并 且 知 道 它 的 意思 《〈 即 判定 性 问题 )》， 你 可 能 也 会 担心 ， 图 元 一 
定 指望 他 的 谈 者 对 索 见 的 德国 数学 问题 有 基本 的 了 解 。 快 速 浏 览 这 扁 论 
X (其 中 还 用 到 了 德国 哥 特 式 字 体 来 表示 机 副 状 态 ) 也 无 法 让 人 消除 这 
种 担心 。 今 天 的 读者 还 能 手 摊 70 年 前 伦 至 数学 学 会 集刊 中 的 文章 ， 并 坚 
持 看 到 有 所 收获 ， 其 全 十 分 满意 吗 ? 

这 本 书 要 讲 的 正 是 这 篇 论文 。 它 包含 了 图 灵 原 版 36 页 的 论文 
“On Computable Numbers, with an Application to the 
Entscheidungsproblem” 和 增补 的 3 页 修订 -所 ， 并 辅 以 背景 材料 和 大 量 注 
解 。 疯 读 图 灵 的 原版 论文 束 是 在 探索 他 构建 图 元 机 的 思维 过 程 ， 吏 像 在 


他 充满 想象 、 内 容 丰 富 的 思想 中 进行 一 次 奇特 的 旅行 。 图 灵机 不 仅 对 计 
算 产 生 了 深远 的 影响 ， 还 深 深 影响 了 我 们 对 数学 局 限 性 、 人 类 思维 方 
式 ， 甚 至 宇宙 本 质 的 理解 。〈 当 然 ， 图 灵 的 论文 中 并 没有 出 现 “ 图 灵 
机 ”这 个 术语 ， 他 称 之 为 “计算 机 器 *。 不 过 ， 早 在 1937 年 上 了 人们 就 开始 
使 用 “图 录 机 ”这 种 说 法 ， 并 且 至 今 仍 是 标准 术语 。) 

我 在 对 图 灵 论 文 进行 注释 的 过 程 中 ， 友 现 用 解释 和 阐述 频繁 打 断 他 
的 叙述 还 是 很 有 用 的 。 我 努力 做 到 (但 并 没有 完全 做 到 ) 不 打 断 他 的 某 
一 整 句 话 。 大 部 分 情况 下 ， 我 会 在 讨论 中 保留 图 灵 自 己 的 术语 和 符号 ， 
不 过 有 时 ， 虽 然 图 灵 没 有 采用 某 个 术语 ， 如 果 我 觉得 这 个 术语 在 解释 其 
工作 时 很 有 和 用， 也 会 引入 这 些 术语 。 

图 灵 论 文 的 内 容 会 像 下 面 这样 表 示 。 


We shall avoid confusion by speaking more often of computable 
sequences than of computable numbers. 


" ANS eB, RAS Eden) MAR Re 


我 们 《〈 指 出 版 商 和 我 ) 28 7I R8 ES 26 Re CA SE MSN, 44h 
除非 有 一 些 奇 怪 的 表示 方法 〈 比 如 冒 亏 前 加 空格 ) 在 现代 文字 处 理 软件 
中 轧 报错 。 原 稳 中 所 有 的 行 间距 也 得 以 你 留 。 图 灵 的 论文 中 存在 一 些 印 
刷 错 误 、 技 术 性 错误 和 理论 上 的 跑 涯 ， 尺 管 我 没有 在 原文 中 加 以 修正 ， 
但 会 在 评注 中 一 一 指出 。 图 姑 对 他 目 己 论文 内 容 的 引用 ， 仍 沿用 原 发 表 
期 刊 中 的 页 码 ， 我 没有 修改 这 些 引 用 ， 不 过 在 评注 中 指出 了 被 引 用 部 分 
| 
AN Ul: 


When the letters are replaced by figures, as in 8 5, we shall have a 
numerical 

[243] 
description of the complete configuration, which may be called its 
description number. 


如 示 用 数字 代 答 这 些 字 母 ， 如 在 85 中 ， 那 么 我 们 可 以 得 到 这 个 
完全 格局 的 数字 表示 ， 也 可 以 称 作 它 的 描述 数 。 


这 古 原 论文 的 分 页 处 以 及 标注 的 页 本 。 我 这 本 书 的 脚注 床 用 的 是 圆 
痢 编 写 ， 而 图 灵 论 文 的 脚注 使 用 从 号 标注 ， 并 号 在 阴影 部 分 。 

如 朵 只 你 留 本 书 阴 影 部 分 的 瑞 文 内 容 ， 骨 组合 起 来 ， 得 到 的 就 是 完 
整 的 图 录 论 文 ， 而 我 这 个 雳 而 无 功 的 作者 只 能 僻 尖 无 泪 了 。 蝎 有 趣 的 阅 
MATE, FILA, FSA 80951] Wr HR V8 Mo 

图 灵 的 论文 分 散在 本 书 的 第 4*15 草 ， 其 修订 内容 在 第 16 章 。 他 的 论 
文 分 为 11 个 部 分 和 一 个 附录 ， 对 应 到 本 书 的 页 人 码 是 : 


1. th SEIL 58 
2. 定义 63 
3. 计算 机 和 需 示 例 69 
4. "i s ze 99 
5. 可 计算 序列 的 枚 举 118 
6. 通用 计算 机 器 130 
7. 通用 机 的 详细 摘 述 136 
8. 对 角 线 法 的 应 用 158 
9. 可 计算 数 的 范畴 175 


10. 大 量 可 计算 数 的 示例 219 
11. 在 判定 性 问题 中 的 应 用 244 
附录 274 


图 灵 写 这 篇 论文 的 最 初 动机 是 想 解决 德国 数学 家 大 卫 : 希 尔 伯 特 
(1862—1943) 构想 的 一 个 问题 。 硕 尔 伯 特 想 寻找 一 种 通用 的 方法 来 判 
定数 理 罗 辑 中 的 任意 命题 是 否 可 证 。 寻 找 这 种 “通用 的 方法 ”被 称 为 判定 
性 问题 。 尽 管 判 定性 问题 确实 是 图 灵 写 这 饥 论 文 的 动机 ， 但 是 这 饥 长 人 扁 
大 论 本 里 讲 的 却 是 可 计算 数 。 在 图 姑 的 定义 中 ， 可 计算 数 束 是 可 以 使 用 
NLA TAMA. We X Bü IBI60961] A Babe ARH RANA, NL 
SCD E RAAB OR ARETE BE $8 BY Fl EE 8] 53575 AE, te D] SE 
并 理解 这 些 内 容 。 

了 解 可 计算 数 与 “实数 ”的 区 别 对 于 理解 图 灵 的 观点 很 重要 。 因 此 ， 
本 书 利 用 前 几 间 介绍 了 数字 分 类 的 背景 知识 ， 数 字 包 括 上 整数、 有理数 、 
无 理 数 、 代 数 数 和 超越 数 ， 它 们 都 可 归 为 实数 。 我 尽 可 能 不 涉及 比 高 中 


BUS RRA AIR. RAE, Ae IT RR AN a PAE HR ZL HEF 
f. RES TR IZ. WFR BT RAS a ACS e m d d HES 
AILE ARE, RAEN TUR e 

尽 过 我 党 得 本 书 的 谈 者 大 多 会 是 计算 机 科学 专业 的 学 生 、 程 序 员 或 
其 他 技术 人 员 ， 但 是 我 还 是 尽量 让 非 程 序 员 的 读者 也 愿意 读 ， 因 此 我 定 
义 了 一 些 便于 理解 的 术语 。 图 元 的 论文 航 蕉 为 “20 世 纪 的 一 座 知 识 地 
标 半 s， 我 希望 本 书 可 以 让 更 多 的 读者 领略 到 这 篇 论文 的 风采 。 

为 了 满足 不 同 读 者 的 需要 ， 本 书 分 成 了 四 个 部 分 。 

E Tim" jr ZA Db BEAM x Ve X Hr 2 E e RS — 16 Se A Be 
背景 知识 。 

第 二 部 分 “可 计算 数 ” 包含 了 图 灵 论 文 的 大 部 分 内 容 ， 也 是 关心 图 
灵机 和 可 计算 性 相关 问题 的 旋 者 最 感 兴趣 的 部 分 。 

第 二 部 分 “判定 性 问题 *” 先 简要 介绍 了 数理 人 逻辑 的 背景 知识 ， 然 后 
讨论 图 灵 论 文 的 剩余 部 分 。 

第 四 部 分 “ 题 外 话 ” 讨 论 了 图 灵机 为 何 成 为 人 们 理解 计算 机 、 人 类 
意识 和 宇宙 本 里 的 必要 工具 。 

第 三 部 分 的 数学 内 容 肯 定 古 比 前 几 间 的 难 ， 并 且 讲 得 比较 快 。 对 图 
灵 论 文 在 数理 迪 辑 方面 的 有 影响 不 感 兴趣 的 读者 甚至 可 以 跳 过 第 三 部 分 ， 
直接 阅读 第 四 部 分 。 

本 书 涉及 数学 中 几 个 大 的 研究 领域 ， 包 括 可 计算 性 和 数理 馆 辑 。 我 
仅仅 把 与 理解 图 元 论文 最 相关 的 那些 主题 和 概念 挑 出 来 加 以 解释 ， 和 省 去 
了 很 多 细节， 因此 本 书 从 深度 和 严格 性 上 都 无 法 取代 那些 可 计算 性 迄 
辑 方 面 的 专业 书籍 。 想 深入 研究 这 些 领 域 的 读者 可 以 查阅 参考 文献 。 

阿兰 :图 灵 一 生 友 表 过 近 30 篇 论文 和 文章 -， 却 从 未 写 过 书 。 其 中 
的 两 骗 论文 造 束 了 他 流 廊 百世 有 的 声望。“On Computable Numbers” (w 
可 计算 数 ”) 当然 是 第 一 篇。 第 二 篇 名 为 “Computing Machinery and 
Intelligence" (“th LAS AT HE". AAET19505F) ， 这 一 篇 的 技术 性 不 
是 很 间 ， 图 灵 在 文中 首次 提出 了 一 种 判断 人 工 乔 能 的 标准 ， 在 今天 侯 称 
为 “图 灵 测 试 *?。 总 的 来 说 ， 一 台 机 絮 如 果 可 以 骗 得 我 们 相信 它 是 一 个 
Ao AAA ADE cE AY AE HY o 
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机 械 的 方式 展现 人 类 如 何 进 行 数 学 运算 的 ， 图 元 测试 则 是 对 计算 机 能 
的 人 为 评估 。 在 整个 数学 研究 期 间 ， 疼 灵 都 在 探索 人 类 思维 和 计算 机 顶 
之 半 的 关系 ， 他 所 采用 的 研究 方法 至 今 仍 很 吸引 人 。 

很 多 关于 可 计算 性 的 教科 书 只 讨论 图 郝 的 研究 而 不 涉及 图 元 这 个 
人 人， 它们 可 没有 区 神 讲述 有 关 个 人 传记 的 细节 。 不 过 ， 本 书 不 会 这 人 么 
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巨大 的 计算 机 工程 ， 他 对 于 人 工 智能 的 思索 ， 他 的 性 取 同 ， 他 由 于 “ 严 
和 章 猴 锋 ” 啡 而 被 隶 捕 和 起 诉 的 经 历 ， 以 及 他 在 41 罗 时 目 杀 里 亡 ， 所 有 这 
些 事情 都 需要 关注 。 

得 益 于 英国 数学 家 安德鲁 . 翟 奇 斯 〈1949 一 ) 撰写 的 精彩 传记 Alan 
Turing: The Enigma 〈《 艾 伦 : 岁 元 传 : 如 谜 的 解 谜 者 》，Simon & 
Schuster，1983 年 出 版 ) ， 我 没 费 多 大 力气 了 驶 总 结 出 了 网 灵 一 生 中 的 重 
要 事件 。 霍 奇 斯 对 图 元 感 兴 趣 的 部 分 原因 ， 在 于 他 参与 了 20 世 纪 70 年 代 
的 同性 恋 解放 运动 。 霍 柯 斯 的 传记 还 给 体 : 怀 特 摩尔 的 剧本 Breaking the 
Code ( (WEE) > 1986) 市 来 了 灵感， 在 舞台 上 和 在 1996 年 改编 的 
电视 厂 中 ， 阿 兰 : 图 灵 的 角色 都 是 由 德里 元 - 雅 元 比 扮演 的 。 

如 同 早期 的 瑞 国 数学 家 、 计 算 机 先驱 合 尔 斯 : 巴 贝 柯 (1791 一 
1871) 和 艾 达 :拉夫 拉 斯 〈1815 一 1852) ， 图 灵 也 成 为 计算 机 时 代 的 一 
个 标志 。 美 国 计 算 机 协会 每 年 部 会 为 在 计算 机 行业 做 出 杰出 页 献 的 人 颁 
KARR, REAIOA IC. MELA- SES FISKZHAS A RAL A, EE 
RIR mE a” CM Pascalfii# mk) MRR ER” ERE 

Ae 4 FE LAA ATH SP demasHaw. HER EEEH TE 
算 机 科学 探索 ”一 书 命 名 为 The Turing Omnibus 《图 灵 选 集 》， 计 算 机 
科学 出 版 社 ，1989〉。 戴 维 德 - 波 尔 特 把 他 编写 的 一 本 天 于 “计算 机 时 代 
的 西方 文化 ”的 书 命名 为 Turing’s Man〈“《 图 姑 时 代 的 人 类 》， 北 卡 罗 来 
纳 州 大 学 出 版 社 ，1984) 。 布 瑟 恩 : 罗 特 曼 对 传统 数学 极限 概念 的 评论 
X Ad Infinitum 斯 坦 福 大 学 出 版 社 ，1993) 被 幽默 地 加 上 了 副标题 
The Ghost in Turing's Machine € (EJ LEE) ) . 

数学 和 计算 机 科学 领域 以 外 的 学 者 也 对 阿兰 :图 灵感 兴趣 。 研 究 文 
42 Novel Gazing: Queer Readings in Fiction 〈《 凝 神 注视 :， 论 小 说 的 另类 
ETO O 中 最 有 特色 的 一 篇 文章 就 是 由 泰勒 : 科 坦 所 与 的 The “Sinister 
Fruitiness” of Machines: Neuromancer, Internet Sexuality, and the Turing 
Test € (@REDLASTHORHY “BAM a RR”: MARDA MATERA ES xU 
试 》) 。 科 坦 博 士 所 说 的 Neuromancer 指 的 是 威廉 .吉布森 音 名 的 “ 赛 博 
朋克 ?小 说 Neuromancer € KIRDA) ) 。 在 这 部 科 约 小 说 里 ， 有 一 
ee AAT v3 RURAL! Be VIS IIS VALERE RES E] 

JI BÉ o 

E RE TER Zeug. Hox WEE CR EET SEA 
L8 8871 IA A INO a) 与 科 约 小 说 家 哈里 :哈里 牺 合 写 了 The Turing 
Option 〈(《 几 元 选择 》， 华 纳 图 书 公司 ，1992) 。 伯 克利 计算 机 科学 教 
授 殉 里 斯 托 斯 :由 则 迪 米 特 里 欧 参 与 创作 了 Turing〈“《 图 灵 》， 一 部 关于 
计算 的 小 说 ， 麻 省 理工 学 院 出 版 社 ，2003) . 


PAY AE WD PARE RE TT I 74d NTuring’s 
Delirium € KERKJE) > SE SCRRCEH ME T KRANE, BEI AR PR UH 
了 版 公司 ，2006) H^, FESR, “hobs HY A Xmas xx rH 
ft. H5 dz HE AW OBO IRA HARA a. TEXZUR- SCY) LA Madman 
Dreams of Turing Machines & (KH DLXE AS) , Knopf hkłžt, 2006) 
中 ， 阿 兰 : 图 灵 和 库 尔 特 : 哥 德尔 的 生活 被 虚构 在 了 一 起 ， 他 们 罕 越 时 
ZR, ETARIK., 

阿兰 :图 灵 这 个 角色 还 出 现在 其 他 很 多 小 说 中 ， 如 尼 和 尔 : 期 带 分 秩 的 
Cryptonomicon 〈(《 编 码 宝典 》，Avon，1999) ， 罗 伯 特 -哈里 斯 的 
Enigma ( CZ) , Hutchinson, 1995) ， 约 畏 : 卡 斯 带 的 The 
Cambridge Quintet: A Work of Scientific Speculation & 《剑桥 五 午 和 到 : 一 
部 科学 思 郑 的 著作 》，Perseus 图 书 公司 ，1998) ， 以 及 道格拉斯 ' 修 世 
达 的 Gudel, Escher, Bach (Basicl-B uw], 1979) . W- ARES 
为 The Turing Test € LKR MAY , BBC, 20000 的 一 部 分 做 了 解说 ， 
这 本 书 是 保罗 : 伦 纳 德 写 的 Doctor Who 系列 小 说 中 的 一 本 。 

人 们 以 各 种 方式 来 表达 对 阿兰 .图 灵 的 尊敬 当然 是 好 事 ， 不 过 这 样 
一 来 ， 图 灵 的 实际 研究 可 能 会 被 遗 筷 。 我 希望 ， 怠 算 那 些 正 式 研 究 过 计 
算 理 论 ， 并 认为 目 己 完全 了 解 图 元 机 的 人 ， 也 能 在 面 对 这 个 真正 由 大 师 
自己 构建 的 图 灵机 时 发 现 不 少 令 人 惊奇 的 事物 。 

我 在 1999 年 束 开 始 构 轧 这 本 书 ， 当 时 只 写 了 一 点 ， 然 后 在 接 下 来 的 
五 年 里 时 不 时 又 写 上 一 些 。2004 一 2005 年 基本 完成 了 前 11 章 。 后 面 7 章 
是 在 2007 一 2008 年 完成 的 ， 在 此 期 间 的 写作 几乎 未 中 断 ， 唯 一 的 中 断 束 
cie ic PER EKHE SE a ZA CERTE 
Za uly) | 

韭 党 感谢 伦 吝 数学 协会 许可 完整 地 再 版 阿兰 :图 姑 的 论文 “On 
Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem” . 

RIRE BORER AU D SOOT E bea) AS fS. RI He 
误 ， 并 且 提 出 了 一 些 很 有 益 的 改进 建议 。 

非常 感谢 Wiley 出 版 公司 的 同仁 ， 正 是 他 们 的 工作 将 我 所 钟爱 的 想 
法 真正 出 版 成 书 。 元 里 斯 : 韦伯 负 贡 营 促 这 本 书 的 出 版 ， 束 划 编 辑 元 里 
斯 多 夫 : 里 韦 拉 和 制作 编辑 安土 拉 :史密斯 死 服 了 很 多 厂 式 和 印刷 方面 的 
困难 ， 技 术 编 辑 彼得 : 们 凡 蒂 帮 助 我 认真 完成 了 技术 相关 的 内 容 。Wiley 
出 版 公司 的 很 多 需 后 工作 人 员 也 都 努力 把 这 本 书 做 得 全 琴 至 普 。 所 有 未 
入 人 发 现 而 遗留 在 书 中 的 缺陷 、 瑕 狂 或 隐 纪 的 错误 ， 都 只 能 归咎 于 作者 。 

每 位 作者 都 是 站 在 前 人 恨 上 的 。 选 出 的 参考 书目 只 列 出 了 我 所 参考 
的 众多 书籍 中 的 一 小 部 分 。 我 还 要 感谢 纽约 公共 图 书馆 ， 特 别 是 科学 、 


工业 和 商业 图 书馆 的 工作 人 员 。 为 参考 原始 论文 ， 我 多 次 使 用 JSTOR， 
同时 我 发 现 维基 百科 、 人 谷歌 书籍 搜索 和 Wolfram MathWorld 也 都 很 有 
FA. 


登录 网 站 www.TheAnnotatedTuring.com 可 LAF #5 AAAS fei As 
和 资源 。 


查 里 斯 - 佩 措 尔 德 
纽约 州 纽约 市 和 罗斯 科 
20084E5 H 
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-4 中文 版 依然 保留 图 灵 原 始 论文 的 印刷 体 和 排版 ， 其 下 是 中 译文 ， 译 
MAN FRE AGATA TK 编者 注 

L51 这 一 说 法 是 John P. Burgess 在 George S. Boolos、John P. Burgess 和 
Richard C. Jeffrey tH) Computability and Logic, fourth 

edition (Cambridge University Press, 2002) 一 书 的 前 言 中 提 到 的 。 

Lel 这 些 和 其 他 文档 可 以 从 The Collected Works of A.M. 

Turing (Amsterdam: Elsevier，1992，2001) 的 4 卷 中 获得 。 其 中 大 部 分 
重要 资料 由 B. Jack Copeland 收 集 到 The Essential Turing (Oxford 
University Press, 2004) 和 Alan Turing's Automatic Computing 

Engine (Oxford University Press, 2005) PF. WAG SSA RALAK 
的 文章 和 论文 ， 后 者 是 关于 20 世 纪 40 年 代 中 后 期 ACE 计算 机 工程 的 。 
—L rp CBPEROK. RER EHRE ERBE 
1996 年 8 月 出 版 。 
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些 问题 及 其 解法 汇编 成 书 ， 取 名 《算术 》 CArithmetica) o KEEA 
们 对 亚历山大 的 丢 番 图 几乎 所 有 的 了 解 ， 而 这 些 了 解 绝 大 多 数 来 目 其 好 
友 在 他 去 世 后 不 久 所 写 的 一 个 谈 题 ,一 
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他 寿命 的 几 分 之 几 〈 例 如 ，x 除 以 6 是 他 的 童年 时 光 )〉 ， 要 么 是 一 个 整数 
(例如 ， 从 他 结婚 到 儿子 出 生 有 5 年 的 时 光 〉 . ERRE da rp PES ISTE HH 
的 年 份 之 和 为 x， 所 以 这 个 谜 题 可 以 用 下 面 这 个 徐 单 的 代数 式 来 表示 : 

二 
& 12 7 2 
所 有 分 母 的 最 小 公 倍 数 是 84， 将 等 号 两 边 同时 乘 以 84 得 到 | 
14x*7x*12x*420*42x*-336-84x 
4] 3 AE FE Te AX A S AL, EI: 
O4x-14x-7x-12x-A2x-4207- 336 
HI: 


9x=756 
方程 的 解 是 : 
x=84 


所 以 ， 技 番 图 的 童年 时 光 是 14 年 ，7 年 后 他 长 大 成 人 人。 又 过 了 12 年 ， 在 
33 罗 的 时 候 ， 他 结 了 婚 ，5 年 后 有 了 儿子 。 儿 子 死 于 42 岁 ， 天 秋 图 当时 
80 岁 ，4 秆 后 于 外 图 去 世 。 

事实 上 ， 有 一 个 更 快捷 的 方法 来 解 这 个 谜 题 : 如 果 深 入 探 和 出 题 人 
的 内 心 想法 ， 你 就 会 发 现 他 并 不 想 用 分 数 来 增加 麻烦 。 于 番 图 寿命 
的 “十 二 分 之 一 ?和 “七 分 之 一 ”必然 是 整数 ， 所 以 他 的 寿命 年 数 一 定 可 以 
被 7 和 12 整 除 〈 自 然 也 会 被 2 和 6 整除 ) 。 只 需 将 12 乘 以 7 就 能 得 到 84。 这 
个 看 起 来 也 像 是 合适 的 高 龄 岁数 ， 所 以 它 极 有 可 能 是 对 的 。 

丢 番 图 去 世 时 也 许 是 84 岁 ， 但 是 对 于 历史 来 说 ， 更 重要 的 问题 是 找 
到 有 具体 时 | 间 。 人 们 曾经 猪 测 ， 丢 番 图 的 时 代 是 在 公元 前 150 年 到 公元 280 
年 之 间 上 小 ， 那 是 一 个 令 人 辣 往 的 时 期 。 这 样 的 话 ， 于 和 镭 图 就 活 在 欧 几 
里 得 活跃 在 约 公 元 前 295 年 -4 ) 和 埃 拉 托 色 尼 〈 约 公元 前 276 一 前 195 
年 ) 等 早期 亚历山大 数学 家 们 之 后 ， 这 也 说 明 他 与 亚历山大 的 海伦 〈 活 
跃 在 公元 62 年 ) 处 于 同一 时 期 。 海 伦 的 著作 涉及 了 力学 、 气 体力 学 以 及 
Eze, TDA AHA PUR GR ARTA AL. EAHA RA E 
著作 《天 文学 大 成 》 而 被 世人 铭记 的 亚历山大 天 文学 家 托 勒 密 〈 约 公元 
100—170) 。 那 本 书包 含 了 世界 上 第 一 个 三 角 函 数 表 ， 并 且 建 并 了 直到 
十 六 七 世纪 如 白 尼 革命 时 才 被 推翻 的 接 述 天 体 运 动 的 数学 。 

不 幸 的 是 ， 丢 秋 图 也 许 从 未 见 过 这 些 亚 历 山 大 的 数学 家 和 科学 家 
们 。 过 去 一 百 多 年 来 ， 古 典 学 者 们 之 间 的 共识 是 ， 丢 番 图 大 约 活跃 在 公 
元 250 年 ， 他 现存 的 主要 著作 《算术 》 很 可 能 也 追溯 到 那个 时 期 。 这 样 
的 话 ， 丢 番 图 的 出 生 时 间 大 概 是 在 托 勒 密 去 世 时 间 的 前 后 。 曾 经 编辑 了 
权威 的 希腊 版 《算术 》 〈1893~1895 年 出 版 ) 的 保罗 . 塔 纳 里 注意 到 ， 这 
本 书写 着 献 给 “尊敬 的 狄 奥 尼 修 ”。 哩 然 这 是 一 个 常用 名 ， 但 塔 纳 里 猜 
测 ， 这 个 狄 奥 尼 修 就 是 那个 曾 在 公元 232~247 年 担任 亚历山大 传道 学 校 
校长 ， 以 及 之 后 在 公元 248~265 年 担任 亚历山大 主教 的 狄 奥 尼 修 ，。 
此 ， 技 番 图 可 能 是 个 基督 徒 。 上 如 果 是 这 样 ， 下 面 这 一 事实 就 有 点 讽 
刺 意 味 了 : 对 《算术 》 的 一 个 早期 但 遗失 了 的 评注 是 由 塞 伟 的 女儿 希 帕 
带 亚 〈 约 公元 370 一 415) 所 写 的 ， 她 是 亚历山大 最 后 一 位 伟大 的 数学 
家 ， 后 来 被 一 帮 反 对 她 * 弄 教徒 ? 藻 学 思想 的 基督 教 其 徒 杀 害 。 

古 希 腊 数 学 家 在 几何 学 和 天 文学 领域 一 直 是 最 强 的 。 于 希 图 在 种 族 
上 是 希腊 人 ， 但 与 众 不 同 的 是 ， 他 用 “数字 的 科学 ”， 即 我 们 所 知 的 代 
数 ， 来 缓解 儿子 去 世 的 茧 痛 。 他 似乎 是 代数 上 很 多 创新 的 源头 ， 包 括 他 
在 问题 中 使 用 的 符号 和 缩写 ， 这 标志 着 数学 问题 从 文字 描述 到 现代 代数 


表示 法 的 转变 。 

《算术 》 的 6 本 书 《〈 原 来 是 13 本 ) 中 罗列 的 问题 一 道 比 一 让 难 ， 大 
HD OD AB ME FOR ARES FRA eel. ZR AE Ie ess A PAR AH 
t. TRI HE ae NEN, Wate DUCES a) aun Ae. CR 
术 》 中 只 有 一 个 问题 不 是 抽象 的 ， 也 就 古 说 其 他 问题 都 是 绝对 数字 化 、 
不 指 代 现实 事物 的 。 

Zo Alte RN 9 TRIER. ABT, BSAA aa 
IVA. P BE —TFIBEUEIIBITA, 577 Rh a 
SCRIP ASA. (eR PEDE E XU SIN Y BB RISE: ART CREA OP 
H-E) ~ SUO; (他 称 为 “平方 -立方 *”) MRA BIRN EN- 
J”) 。 丢 番 图 知道 ， 这 些 虹 与 现实 没有 关联 性 ， 并 且 他 也 不 在 乎 这 种 
Tn XXE AEN REBT, DURE, BOA AEN 
H t 


REIRE HAN REL, LL 3:38 RE AEH RAS T : 


将 一 个 已 知 数 拆 分 成 为 两 个 立方 体 的 体积 ， 并 且 这 两 个 立方 体 
ALMETAS A Oo 


接着 给 出 了 例子 : 
已 知 数 为 370， 边 长 之 和 是 10。 


将 这 个 问题 用 图 表示 后 可 见 ， 他 需要 处 理 两 个 不 同 边 长 的 立方 体 。 现 代 
代数 学 家 可 以 将 这 两 个 立方 体 的 边 标 记 为 x 和 和 y: 


C] 


<l> 


«— ; 一 

3X P RIDIN ELIA 10. AAAA y) 是 370。 我 们 
现在 写 下 两 个 等 式 : 

x+y=10 

x^*y'-370 
FH SSH, ySET (0-2), ERAS SER 

x°+(10-x}°=370 

展开 (10-x”， 我 们 希望 立方 项 最 终 可 以 消失 : 


x°+(1000+30x--300x-x)?=370 
民 科 运 ， 立 方 项 消失 了 ， 经 过 整理 后 可 以 得 到 : 
30x°-300x+630=0 
等 式 左 边 的 3 个 数 有 一 个 公 因 数 ， 所 以 可 以 同时 除 以 30: 
x°-10x+21=0 

现在 ， 这 个 问题 基本 解决 了 。 你 有 两 个 选择 。 如 果 记 得 二 次 方程 的 
求 根 公式 -二 就 可 以 直接 使 用 它 ; 或 者 ， 如 果 你 曾经 练习 过 求解 类 似 的 
方程 ， 就 可 以 一 二 有 着 它 思 索 ， 直 到 它 目 己 神 奇 地 分 解 成 

(x-7)(x-3)=0 
因此 两 个 边 的 长 度 分 别 为 7 和 3。 的 确 ， 这 两 个 边 加 起 来 等 于 10， 它 们 的 
立方 〈343 和 27) 和 等 于 370。 

于 秋 图 并 不 像 你 我 这 样 解决 这 个 问题 ， 他 确实 不 会 。 尺 害 丢 番 图 的 
问题 经 党 涉及 多 个 未 知 数 ， 但 是 他 的 记 写 只 允许 他 表达 一 个 未 知 数 。 他 
用 了 一 个 巧妙 的 方法 弥补 了 这 一 点 。 他 没有 将 两 个 立方 体 的 边 长 标记 
为 x 和 y， 而 是 标记 为 (5+x) 和 (5-x)。 这 两 个 边 长 可 以 用 一 个 未 知 数 x 表 
示 ， 并 且 加 起 来 确实 等 于 10。 接 下 来 ， 他 就 可 以 将 这 两 条 边 进行 立方 运 
党 ， 相 加 后 等 于 370: 

(5+x)°+(5-x)°=370 


XPS P ROR CI, HAE MUR RIP REE, ES ZR XROH 
WE , H FA 下 ° 
30x^-250-370 


合并 同类 项 ， 方 程 两 边 再 同 际 以 30， 进 一 步 化 人 简 为 : 
x^-4 

即 x=2。 因 为 两 条 边 是 (5+x) 和 (5-x)， 所 以 这 两 条 边 是 7 和 3。 

丢 番 图 用 来 解决 这 个 问题 的 方法 比 现在 学 生 用 的 方法 轻松 ， 他 神奇 
并 正确 地 将 两 个 边 长 用 一 个 未 知 数 表示 。 这 个 方法 会 适用 于 下 一 个 问题 
吗 ? 也 许可 以 ， 也 许 不 可 以 。 建 立 解 雇 代 数 方程 的 通用 方法 确实 不 是 丢 
番 图 所 要 考虑 的 。 正 如 一 位 数学 家 论述 的 : “每 一 个 问题 都 需要 一 个 十 
分 具体 的 方法 ， 这 个 方法 通常 连 最 类 似 的 问题 都 不 适用 。 这 使 得 现代 数 
学 家 即使 在 研究 了 100 道 丢 番 图 问题 的 解答 后 ， 还 是 很 难 找到 解决 第 101 
IA TVA. -48L 

当然 ， 丢 番 图 在 展示 这 个 立方 之 和 为 370、 边 长 之 和 为 10 的 问题 
时 ， 显 然 并 不 是 随意 选取 茶 些 数字 ， 他 知道 这 些 假 设 条 件 将 会 导出 一 1 
整数 解 。 实 际 上 ， 丢 番 图 方程 吏 是 指 只 人 允许 整数 解 的 代数 方程 。 丢 番 疼 
方程 可 以 有 很 多 未 知 量 ， 这 些 未 知 量 可 以 这 有 整数 需 ， 但 是 它 的 解 〈 如 
RA) 总 是 整数 。 尽 管 丢 番 图 经 各 使 用 减法 来 合 题 ， 但 是 他 的 解 从 不 涉 
及 负数 。“ 对 于 一 个 没有 用 任何 正 整 数 相 减 就 得 到 的 负 整 数 本 身 ， 丢 番 


一 个 


图 显然 没有 任何 概念 。 芝 2 任何 一 道 问题 也 不 会 包含 有 0 的 解 ， 古 和 希腊 
人 不 将 0 考虑 在 内 。 
现代 读者 们 ， 特 别 是 那些 已 经 默认 了 和 技 番 图 问题 只 有 整数 解 的 人 ， 
在 遇 到 和 技 番 图 问题 中 的 有 理 数 时 也 许 会 有 点 吃惊 。 有 理 数 之 所 以 这 样 命 
名 ， 不 是 因为 它们 在 某 种 程度 上 符合 逻辑 ， 而 是 因为 它们 可 以 表示 为 两 
个 整数 的 比 。 例 如 : 
3 
5 
就 是 一 个 有 理 数 。 
在 《算术 》 中 ， 有 理 数 只 出 现在 涉及 现实 物体 的 问题 中 ， 特 别 是 那 
些 一 直 被 大 家 津津 乐 道 的 问题 : DORA oS CAH) 。 虽 然 
从 这 个 问题 的 描述 里 看 不 出 来 ， 但 是 有 理 数 在 这 个 解 中 是 必需 的 : 


一 个 人 买 了 若干 份 酒 ， 有 些 单价 是 8 德 拉克 马 ， 有 些 是 5 德 拉克 
马 。 他 为 这 些 酒 支付 的 德 拉克 马 是 个 平方 数 ， 如 果 这 个 数 再 加 上 
60， 结 果 还 是 一 个 平方 数 ， 该 平方 数 的 根 是 这 些 酒 的 份 数 。 求 两 类 
WHAT >, Lol 


这 里 的 “平方 数 " 是 指 一 个 数 与 它 目 身 的 积 。 例 如 ，25 是 一 个 平方 
数 ， 因 为 它 等 于 5 乘 以 5， 
在 进行 了 一 整 页 的 计算 后 ，- 它 揭示 了 单价 5 德 拉 马克 的 数量 是 


79 
12 

单价 8 德 拉 马 死 的 数量 也 古 一 个 有 理 效 : 
59 
12 


我 们 检验 一 下 这 个 结果 。 检验 这 个 结果 要 比 推导 它 容易 得 多 。 ) 
如 果 你 用 5 德 拉 马克 乘 以 79/12， 然 后 加 上 8 德 拉 马 克 乘 以 59/12 的 积 ， 吏 
l 
会 发 现 这 个 人 总 共 文 付 了 724 18) ww. EBA ASH T FA 
数 的 钱 ”。 文 付 的 钱 数 必须 是 某 个 数 的 平方 。 令 人 好 奇 的 是 ， 丢 番 图 认 
| 


39724 是 个 平方 数 ， 因 为 它 可 以 表示 为 ; 


t 17 l 
分 母 和 分 子 都 是 平方 数 : 分 别 是 17 和 2 的 平方 。 因 此 ，724 是 < ( 即 82 
) 的 平 户 。 于 番 图 进一步 说 :“ 如 果 这 个 数 再 加 上 60， 结 果 还 是 一 个 平 
方 数 ， 该 平方 数 的 根 是 整个 酒 的 数量 。” 这 里 的 “整个 "不 是 指 整数 。 丢 
番 狗 《或 者 说 是 《算术 》 瑞 文 厂 的 详 痢 托马斯 : 哈 斯 历 士 ) 的 意思 是 指 
l l 


度量 的 总 份 数 。60 加 724 是 132 4 ， 也 就 是 有 理 数 : 
529 
4 
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数 : 分 别 是 23 和 2 的 平方 。 因 此 ， 总 的 度量 数 是 23/2 (E112) ， 这 同样 
可 以 通过 将 79/12 和 59/12 相 加 得 到 。 
《算术 》 中 最 著名 的 问题 也 许 要 算 第 2 本 书 的 第 8 个 问题 : 将 给 出 的 
平方 数 分 解 为 两 个 平方 数 的 和 ， 也 就 是 说 ， 求 x、 六 z， 使 它们 满足 : 
x2+y?=72 
XA [H8] ze ES] SLR E ERAS M e ENS EF — FAB — 2&1 
之 则 的 关系 。 


X 
这 个 问题 有 许多 整数 解 ， 例 如 x、y、z 分 别 等 于 3、4、5“〔 两 个 平方 
数 9 和 16 的 和 等 于 25) 。 这 个 简单 的 结果 显然 不 是 丢 番 图 所 希望 的 。 他 
设 定 了 一 个 “给 出 的 平方 数 ”( 也 就 是 2) 等 于 16， 于 是 其 他 两 边 分 别 等 
于 144/25 和 256/25。 对 于 丢 番 图 来 说 ， 这 些 数 当然 都 是 平方 数 ， 其 中 第 
一 个 数 是 12/5 的 平方 ， 第 二 个 数 是 16/5 的 平方 ， 并 且 它 们 的 和 是 4 的 平 
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技 番 图 允许 有 理 数 解 并 不 重要 ， 因 为 这 个 解 等 价 于 一 个 整数 解 。 简 

单 地 将 等 式 两 边 同 乘 以 ?2 〈 即 25) ， 即 可 得 到 : 
12?+162=20 

即 144 加 256 等 于 400。 事 实 上， 这 是 同一 组 解 ， 它 们 的 不 同 仅 在 于 上 度量 
边 的 方式 不 同 。 丢 番 儿 的 问题 前 述 中 ， 和 斜 边 是 4。 这 可 能 是 4 瑞 尺 。 现 在 
用 一 个 单位 长 度 不 同 的 尺子 去 测量 ， 比 如 单位 长 度 等 于 五 分 之 一 英尺 。 
用 这 个 尺子 测量 ， 这 条 斜 边 束 等 于 20， 其 他 两 条 边 分 别 为 122 和 16。 

整数 是 在 人 们 开始 计数 之 时 出 现 的 ， 有 理 数 也 许 是 在 人 们 开始 测量 
时 出 现 的 。 如 果 一 根 胡 蔓 直 的 长 度 等 于 3 根 手 指 的 宽度 ， 另 一 根 妆 区 小 


" 


的 长 度 等 于 4 根 手指 的 宽度 ， 这 时 第 一 根 胡萝卜 的 长 度 就 是 第 二 根 的 4 


有 理 数 有 时 也 称 为 可 通 约 数字 ， 因 为 长 上 度 补 表示 成 有 理 数 的 两 个 物 
TU NN aD MT NE 

技 番 图 的 《算术 》 是 用 希腊 语 写 的 ， 至 少 有 部 分 文稿 被 翻译 成 了 阿 
拉 伯 文 。 当 它 开 始 在 欧洲 数学 界 产生 影响 的 时 候 ， 在 1575 年 首次 被 翻译 
成 拉丁 语 ， 之 后 在 1621 年 有 了 更 好 的 版 本 。 费 马 (1601 一 1665〉 曾 拥有 
一 本 1621 年 的 拉丁 语 版 《算术 》， 并 在 其 空白 处 写 满 了 笔记 。1670 年 ， 
费 马 的 儿子 公布 了 这 些 笔记 以 及 拉丁 文 版 的 《算术 》。 在 这 道 问题 劳 有 

另 一 方面 ， 将 一 个 立方 数 分 解 为 2 个 立方 数 ， 或 者 将 一 个 4 次 方 

数 分 解 为 两 个 4 次 方 数 ， 亦 或 将 除 平方 之 外 的 任何 乘 方 分 解 为 两 个 

有 同 祖 的 乘 方 ， 这 些 都 是 不 可 能 的 。 对 此 ， 我 已 经 发 现 了 一 个 非常 

漂亮 的 证 明 ， 但 是 这 儿 的 空白 之 处 不 人 够 写 下 它 。-2L 

9 HER, BIO: 

x 十 3=73 
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不 明显 。 等 式 : 


非常 接近 于 


Xx +y +1=7’ 


x3+y3= z 


而 且 它 有 许多 整数 解 ， 例 如 x、y、2z 分 列 竺 于 6、8、9。 等 式 

xy 1-22 
同样 相似 ， 也 有 许多 整数 解 ， 例 如 9、10、12。 为 什么 这 两 个 相似 的 等 
AAKE, (HÆ 


1x fig We ? 

EGA CHORO PoP aaah, HHiEYPGEIBBE SE. Bil 
QU ee SIR TT Fe, TrXecKJGP1IX HW. FRU ROR i, HAE TAB 
图 方程 是 否 有 整数 解 比 求解 特定 的 丢 番 图 方程 更 加 有 趣 。 

费 马 没有 写 出 的 证 明 束 是 大 家 熟知 的 费 马 最 后 定理 CAIN RUP 2 
KEH) 。 多 年 来 ， 人 们 普 过 相信 ， 不 管 费 马 当 时 想到 了 怎样 的 证 明 ， 
这 个 证 明 也 许 都 是 错 的 。 更 国 数学 家 安德鲁 : 怀 尔 斯 (1953—0 M104 
开始 束 对 这 个 问题 产生 了 兴趣 ， 到 了 1995 年 ， 费 马 最 后 定理 才 最 终 被 他 
证 明 。 《人们 很 早 束 证 明了 ， 对 于 一 些 特殊 情况 ， 例 如 指数 为 3 时 ， 方 
程 是 无 解 的 。) 

很 显然 ， 证 明 某 些 丢 番 图 方程 没有 解 要 比 找到 一 个 解 〈( 如 果 有 ) 更 
具 挑 战 性 。 如 果 你 知道 某 个 特定 的 于 番 图 方程 存在 解 ， 可 以 简单 地 验证 
所 有 的 可 能 性 。 由 于 允许 的 解 只 能 是 整数 ， 因 而 你 可 以 首先 尝试 1， 然 
后 是 2-、3 及 之 后 的 数 。 如 果 你 不 想 做 这 些 繁重 的 工作 ， 可 以 写 一 个 计算 
机 程序 测试 所 有 的 可 能 性 ， 程 序 迟 早 会 帮 你 找到 答案 的 。 

但 是 ， 如 果 并 不 知道 是 否 存 在 解 ， 那 么 这 个 用 计算 机 人 蛋 力 解决 的 方 
案 束 不 合适 了 。 你 可 以 不 断 尝 试 ， 但 怎样 知道 何 时 该 放弃 呢 ? 你 怎么 知 
道 下 一 步 将 要 测试 的 一 组 数字 不 是 所 要 搜寻 的 那 组 数字 呢 ? 

RIR AIXE ENAT: 它们 有 无 穷 多 个 。 


X3+y3= 73 
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421 对 于 ax + bx+c=0， 解 为 x = 2a : 

-8L Hermann Hankel (1874) 引用 和 希 恩 的 Diophantus of Alexandria, 54— 
55。 其 他 数学 家 就 丢 番 图 的 方法 找到 了 更 清晰 的 方式 。 参 见 Isabella 
Grigoryevna Bashmakova, Diophantus and Diophantine 

Equations (Mathematical Association of America, 1997) , ch. 4. 

491 A, Diophantus of Alexandria, 52—53. 

101 4; 1, Diophantus of Alexandria, 224. 

ul 458, Diophantus of Alexandria, 225. 

121 f, Diophantus of Alexandria, 144, note 3. 


从 1，2，3... 开 始 数 起 ， 只 要 我 们 愿意 束 可 以 一 二 数 下 去 。 这 些 数 
束 古 我 们 熟知 的 基数 、 整 数 ， 或 者 说 目 然 数 。 它 们 看 起 来 确实 相当 日 
然 ， 因 为 宇宙 中 有 很 多 我 们 可 以 计数 的 物体 。 目 然 数 也 计 是 早期 人 类 想 
a THESE BU as» A EEA Ne 


几 百 年 来 ， 零 一直 不 算 作 自然 数 ， 甚 至 至 今 也 没有 共识 。 (在 教科 
书 的 数论 部 分 ， 作 者 通常 会 在 第 一 页 标明 是 否 将 零 归 入 自然 数 。) FOR 
数位 于 零 的 另 一 侧 ， 正 整数 、 负 整数 及 零 共同 构成 了 整数 集合 。 整 数 在 
正 负 两 个 方向 趋向 无 穷 大 
...-3-2-10123... 

我 们 将 从 1 开始 的 所 有 正 的 整数 称 为 正 整数 。 对 于 那些 从 零 开 始 的 正 整 
数 集合 即 0，1，2，3，...) ， 可 以 称 为 非 负 整数 ， 既 明确 ， 也 不 会 太 
, 有 理 数 是 可 以 表示 为 两 个 整数 之 比 的 数 ， 但 是 分 母 不 能 为 零 。 例 
Hs 

3 

^ 


是 一 个 有 理 数 ， 它 也 可 以 写成 小 数 形式 


0.6 
有 理 数 包含 所 有 整数 ， 因 为 任何 整数 〈 例 如 47) 都 可 以 写成 分 母 为 
1 的 分 数 形式 : 
47 


l 
任何 有 限 小 数 也 是 有 有 有理数 。 例 如 ， 


-23.45678 
可 以 写成 比 的 形式 : 


—2345678 
100000 





有 些 有 理 数 ， 例 如 : 
l 


的 小 数 形式 会 写成 无 限 循环 小 数 : 
0.3333333333... 
因为 它 能 写成 比 的 形式 ， 所 以 仍然 是 个 有 理 数 。 实 际 上 ， 任 何 无 限 循环 
小 数 都 是 有 理 数 ， 下 面 这 个 数 ， 
0.234562345623456... 

如 果 23456 会 重复 出 现 ， 那 么 它 束 是 个 有 理 数 。 为 了 证 明 这 个 数 是 有 理 

x=0.234562345623456... 
然后 等 式 两 边 同 时 乘 以 100000: 

100000x=23456.23456234562346... 

JEDE, SESCPAXAIRIE RS AA Re, SSSA RIT. Hie tt, TE 
第 二 个 等 式 中 ， 可 以 让 等 式 两 边 的 数 同 时 减 去 第 一 个 等 式 的 数 : 令 
10000x 和 23456.23456... 分 别 减 去 x 和 0.23456...， 这 样 分 数 部 分 就 消失 


99999x=23456 
所 以 : 
23456 
* — 99999 
这 是 一 个 整数 比 ， 所 以 它 是 有 理 数 。 
大 致 看 来 ， 有 理 数 集 似 乎 是 完备 的 。 如 果 把 两 个 有 理 数 相 加 ， 结 果 
还 是 有 理 数 ， 同 样 ， 将 有 理 数 相 减 、 相 乘 或 相 除 ， 结 果 仍 然 是 有 理 数 。 
也 许 有 人 会 想 〈 束 像 以 前 人 们 那样 ) ， 所 有 的 数 都 是 有 理 数 ， 但 是 
如 果 考 虑 这 个 直角 三 角形 的 斜 边 : 





| 


根据 义 股 定理 ， 


x1 


BU: 
t Bp : 


x2 
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X 

是 否 存在 某 个 整数 与 整数 的 比值 ， 当 它 滋 以 自身 时 等 于 2? 当然 ， 

人 们 可 以 找到 许多 非常 接近 的 有 理 数 。 下 面 就 是 个 例子 : 

53492 

37825 
这 个 有 理 数 很 接近 ， 只 差 一 点 点 了 。 当 它 乘 以 自身 时 得 到 1.999 95. W 
果 我 们 继续 寻找 ， 也 许可 以 找到 一 个 完美 的 答案 。 

但 也 许 我 们 这 样 做 只 是 在 浪费 时 间 ? 

证 明 一 些 东 西 不 存在 是 很 困难 的 ， 但 是 数学 家 们 发 明了 一 种 在 类 似 
情况 下 巧妙 解决 问题 的 证 明 方 法 。 这 个 方法 叫做 间接 证 法 ， 又 称 归 廖 
法 、 硼 理 法 。 先 提出 一 个 假设 ， 然 后 根据 这 个 假设 进行 符合 逻辑 的 推 
E Qe DERE TOTNM 
音 误 的 。 

归 诬 法 看 起 来 拐弯 抹 角 ， 但 是 它 在 现实 生活 中 的 应 用 也 许 比 我 们 想 
Rip S GEB, “不 在 场 证 明 ? 束 是 一 种 归 请 法 。 如 果农 告 人 被 怀疑 在 犯 菲 
现场 ， 而 案件 发 生 时 他 在 目 己 母 杀 的 家 里 ， 那 么 就 意味 着 他 在 同一 时 间 
出 现在 了 两 个 地 方 ， 这 是 元 座 的 。 

A E A OE ee op A en 
b， 使 得 : 
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META 


FAMU [8] S] ^P 77 : 


E 3 
了 
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Hl: 
a°=2b° 
注意 ，a 的 平方 古 b 的 平方 的 2 倍 ， 这 束 说 明 a 的 平方 是 个 侦 数 ， 而 要 
想 aq 的 平方 为 偶数 ，a 必 须 为 侦 数 。 先 前 我 们 推导 出 a 和 b 不 可 能 都 是 侦 
AX, PRUE AE bse Ay AC. 


MRa Bl, EAA ART AU. BATISTA: 


(2c)°=2b" 
RN: 
4c^-2b* 
tH BN: 
2c°=b° 


XW HbR FEO EA, the ibe (A, KABRIT Pf Ux alb 
AN BE SB 73199 250" TH T£ o 

Eb. JOEBMB 2B] EZ TRAE ERAS IU. SEREN, 2HJ 

平方 根 是 无 理 数 。 当 它 以 小 数 形式 呈现 时 ， 这 些 数 字 将 无 序 地 排列 下 去 
1.4142135623730950488016887242097... 

这 个 数 只 能 在 有 无 限 的 纸张 、 无 数 的 笔 和 无 限 的 时 间 下 才能 准确 地 表 

达 。 我 们 只 可 能 把 它 写 成 近似 值 ， 并 用 一 个 省 略 号 来 承认 我 们 的 失败 。 

要 想 用 有 限 的 方式 表达 这 个 数 ， 最 贴切 的 方法 是 提供 计算 这 个 数 的 算 

ik. 〈 这 正 是 我 要 在 第 6 和 章 详 细 曾 述 的 。) 

我 们 用 “有 理 ” 和 “无 理 ” 来 形容 一 个 数 ， 念 佛 数 字 真 的 会 闷 挥 一 样 。 
其 实 ， 这 是 有 历史 原因 的 。 有 时 无 理 数 也 称 为 “不 尽 根 ”(surds) ， 这 个 
词 和 “死讯 ”(absurd) 有 天。 十 升腾 人 对 无 理 数 并 不 卫生 ， 但 不 怎么 喜 
欢 它 们 。 据 说 (无 可 徘 历 史 依 据 〉， 毕 达 哥 拉 斯 的 学 生 硕 由 过 斯 在 公元 
前 6 世纪 发 现 2 的 平方 根 是 无 理 数 。 故 事 里 还 说 ， 此 发 现 引 起 了 轩 然 大 
流 ， 毕 达 哥 拉 斯 及 其 奶 随 者 试图 拖 震 这 一 发 现 ， 甚 至 把 布 由 系 斯 扔 进 了 
地 中 海 。 他 们 相当 肯定 ， 无 理 数 不 存在 。 于 番 图 拒绝 承认 无 理 数 是 其 问 
题 的 解 ， 延 续 了 无 理 数 不 合 他 口味 的 这 一 传统 。 

在 有 了 小 数 点 《上 古 希 腊 人 没有 ) 后 ， 我 们 束 能 轻易 创造 一 个 数 ， 它 
显然 是 一 个 无 理 数 ， 只 要 写 下 一 些 无 重复 片段 的 无 序数 字 就 行 了 。 这 柱 
一 个 小 数 ， 它 的 小 数 部 分 出 奇 地 怪异 ， 但 显然 不 会 重复 : 

.0010110111011110111110111111... 
在 小 数 点 之 后 ， 有 两 个 0 和 一 个 1， 然 后 一 个 0 和 两 个 1， 再 后 一 个 0 和 三 
个 1， 等 等 。 这 不 是 一 个 有 理 数 ! 它 不 能 表示 成 两 个 整数 的 比 ， 因 此 它 
是 无 理 数 。 
2 的 平方 根 是 方程 : 
x^-2-0 


的 解 。 这 个 等 式 和 先前 展示 的 一 样 ， 只 是 我 们 将 2 移 到 了 等 号 的 男 一 
边 。17 的 立方 根 〈 同 样 也 是 个 无 理 数 ) 是 方程 : 
x?-17-0 
Hf. ETP TS FE A BRO Fe. RE ROT E: 
-12x? -27x?-2x^-8x-A-0 


代数 方程 有 一 个 变 元 ， 通 和 表示 为 X。 【代数 方程 和 丢 番 图 方程 不 
同 ， 丢 番 图 方程 可 以 有 多 个 变 元 。) 代数 方程 有 相 加 为 零 的 多 个 项 ， 上 
述 最 后 一 个 例子 里 有 五 项 。 每 一 项 包含 一 个 变 元 的 娩 ， 虹 为 整数 或 零 。 
《因为 任何 数 的 零 次 方 都 是 1， 第 五 项 可 以 表示 为 -4 乘 以 x 的 零 次 方 。) 
任何 市 虹 的 变 元 都 乘 以 一 个 整数 系数 ， 在 这 个 例 了 于 中， 系数 依次 
是 -12、27、-2、8 和 -4。 这 些 系 数 可 以 是 零 ， 束 像 这 个 例子 里 “丢失 ”的 x 
的 立方 项 。 

代数 方程 在 现实 问题 中 频 楷 出 现 ， 所 以 它们 很 党 重视 。 代 数 方程 的 
一 般 形式 是 : 

QMX tay x"... taax^ta,xtag-0 


其 中 ，N 是 正 整数 ，a 是 整数 。 它 可 以 更 简明 地 写成 ， 
5 ax = 
ix 


在 我 们 先前 的 例子 : 
-12x + 27x! - 2x? + 8x -4=0 
中 ，N (最 高 的 指数 ， 也 叫 多 项 式 的 次 数 ) 是 5，a 是 -12，Qw 是 27，a 是 
代数 方程 的 解 〈《 也 叫 方程 的 根 ) 称 为 代数 数 。 一 个 N 次 多 项 式 最 多 
可 以 有 N 个 不 同 的 解 。 在 第 1 章 ， 代 数 方程 


x?- 10x + 21=0 
有 3 和 7 两 个 解 。 
2 的 平方 根 是 代数 方程 : 
x -2=0 


的 一 个 解 ，2 的 负 平 方 根 古 为 一 个 解 。 
ee mC nT Se IUS IP 
方程 : 


的 解 ， 而 3/7 是 代数 方程 : 
7X-3=0 
的 解 。 有 些 代 数 方程 的 解 只 有 人 负数 的 平方 根 : 


0 
这 个 方程 看 起 来 是 无 解 的 ， 因 为 任何 数 乘 以 它 本 号 都 是 正 的 量 ， 加 上 5 
不 可 能 得 0。 人 负数 的 平方 根 称 作 虚 数 。 (为 了 方便 ，-1 的 平方 根 记 作 子 
Abi. ) 尽管 名 字 如 此 ， 但 虚数 是 一 类 非常 有 用 的 数 ， 它 在 现实 生活 中 
有 看 广泛 的 应 用 。 不 过 ， 图 灵 论 文 和 本 书 并 不 涉及 虚数 。 
在 18 世 纪 的 某 个 时 间 ， 数 学 家 们 开始 使 用 实数 这 一 名 称 ， 以 便 同 虚 


x-5=0 


数 区 分 开 。 根 据 定义 ， 实 数 包 括 了 除 负 数 平方 根 以 外 的 一 切 数 。 
n 实数 也 称 为 连续 统 ， 因 为 实数 可 以 看 成 一 条 连续 直线 上 全 体 点 的 集 
3 2 | 0 | 2 3 


这 条 线 上 标记 了 一 些 整数 ， 但 是 单 靠 这 些 整数 点 显然 无 法 形成 一 条 连续 
的 线 


— 同样， 有理数 全 体 也 不 是 连续 的 。 显 然 ， 有 理 数 在 实数 轴 上 看 上 去 
是 非常 称 密 的 。 对 于 任意 两 个 有 理 数 ， 例 如 a 和 b， 你 都 可 以 在 它们 之 闻 
搬入 男 一 个 有 理 数 ， 如 a 和 b 的 平均 数 : 

a+b 


但 是 ， 在 有 理 数 之 则 仍 存 在 无 理 数 占据 的 则 际 。 例 如 ， 其 中 的 一 个 间 际 
对 应 了 2 的 平方 根 。 

现在 ， 我 们 从 两 个 角度 对 数 进行 分 类 。 我 们 已 经 将 代数 方程 的 解 定 
义 为 了 一 类 ， 称 作 代 数 数 ， 这 一 类 包括 整数 、 有 理 数 和 许多 如 平方 根 和 
立方 根 的 无 理 数 。 我 们 还 定义 了 一 类 数 ， 称 作 实 数 ， 它 是 除 负 数 平 方 根 
外 的 其 他 数 。 现 在 的 问题 是 : 

所 有 的 实数 都 是 代数 数 吗 ? 是否 有 些 实数 不 是 代数 方程 的 解 ? 

1740 年 ， 莱 昂 哈 德 . 欧 拉 〈1707 -1783， 一 位 瑞士 出 生 的 孜孜 不 倦 
的 数学 家 ， 其 名 字 的 谐音 是 “ 油 过 所 上 上 ) 猜想 ， 非 代数 数 确实 存在 ， 他 
称 它们 为 超越 数 ， 因 为 它们 超越 了 人 代数。 证明 超 越 数 存在 是 艰难 的 ， 你 
人 
E? 

超越 数 的 存在 一 直 是 一 个 未 解决 的 问题 ， 直 到 1844 和 年， 法 国 数学 家 
约瑟夫 . 刘 维 尔 〈1809 一 1882) 想 出 了 一 个 容易 研究 的 数 ， 并 且 成 功 证 
明了 它 不 是 代数 数 。 刘 维尔 所 选 煞 的 小 数 点 后 30 位 是 : 

.110001000000000000000001000000... 

但 是 这 个 捕 段 并 不 能 完全 揭示 它 的 完整 形式 ， 刘 维尔 利用 阶乘 构造 了 这 
个 奇特 的 数 。 一 个 数 的 阶乘 是 小 于 等 于 这 个 数 的 所 有 正 整 数 的 乘积 ， 用 
感叹 符号 来 表示 : 
1!=1 
2!=1x2=2 
3!=1x2x3=6 
41—-1x2x3x4-24 
5DI-1x2x3x4x5-120 
等 等 。 刘 维尔 数 〈 通 常 这 样 称 呼 它 ) 在 小 数 点 后 第 1，2，6，24，120， 


.位 为 1， 其 余 位 置 为 0。 刘 维尔 设计 了 这 样 一 个 数 ， 来 证 明 它 不 是 任何 
代数 方程 的 解 。 越 来 越 稀 朴 的 非 零 数 字 是 这 个 证 明 -的 关键 。 

1882 和 年， 德国 数学 家 避 迪 两 德 : 林 德 受 (1852—1939) 证 明了 长 久 
— m: 这 个 数 就 是 fr， 即 圆 的 周 长 与 直 
径 的 比 : 

n=3.1415926535897932384626433832795... 

林 德 曼 证 明了 7 不 是 代数 方程 的 解 ， 这 个 事实 为 一 个 古老 的 难题 所 
供 了 新 的 视角 : 在 过 去 的 两 干 多 年 来 ， 数 学 家 和 非 数 学 家 都 在 尝试 解决 
的 “化 圆 为 方 ” 问 题 。 这 个 问题 可 以 简单 叙述 为 : 给 出 一 个 加 ， 用 下 尺 和 
圆规 构建 一 个 与 圆 面 积 相 等 的 正方 形 。“【〈 一 个 类 似 的 难题 称 为 “ 圆 的 矫 
正 ”， 它 需要 构建 一 条 与 圆 的 周 长 相 等 的 直线 。) ANE aE 
试 解决 这 个 问题 ， 以 至 于 古 希 腊 语 中 都 有 了 专门 表示 这 一 活动 的 词 
tEIPAVOVI SEI ， 从 字面 上 看 ， 它 的 意思 是 “四 角 化 "”。-EL 

用 直 尺 和 圆规 构建 一 个 几何 图 形 与 求解 某 些 特 定形 式 的 代数 方程 是 
等 价 的 。 因 为 rt 不 是 任何 一 个 代数 方程 的 解 ， 所 以 你 不 能 在 一 个 几何 构 
造 中 表示 这 个 数 。 这 就 意味 着 ， 用 直 尺 和 圆规 构建 一 个 与 加 面积 相等 的 
下 方形 是 不 可 实现 的 。 

男 一 个 著名 的 超越 数 用 符号 e 表 示 RRA) 。 如 果 计 算 


ree) 
| N A 
那么 在 N 趋 于 无 穷 大 的 情况 下 ， 结 果 会 趋 近 ee: 


e=2.7182818284590452353602874713527... 
你 也 可 以 用 下 面 这 个 包含 阶乘 的 无 限 数 列 计 算 e: 


I! 2! 3! 4! 5! 
在 过 去 的 这 个 世纪 中 ， 许 多 数 已 经 被 证 明 是 超越 数 了 ， 但 是 仍然 没 
有 一 种 通用 方法 来 证 明 一 个 数 是 不 是 超越 数 。 例 如 ， 对 于 下 面 这 个 数 仍 
然 没 有 结论 : 
nm" 


图 元 论文 《以 及 本 书 ) 将 数 限 定 在 了 实数 〈 非 虚数 ) 。 下 面 的 图 拒 
总 了 实数 领域 内 几 个 最 重要 的 闫 别 。 





代数 数 超越 数 


这 个 图 没有 按 比 例 来 画 。 

等 等 ， 这 么 说 是 什么 意思 ? 

这 些 类 别 中 的 数 都 有 无 穷 多 个 ， 不 是 吗 ? 5537 EX EREN 
有 理 数 ， 无 穷 个 无 理 数 ， 不 是 吗 ? POAT, TEB? 没有 不 同 大 
A A came eee 

对 吗 ? 

不 论 我 们 是 从 哲学 、 神 学 还 是 数学 哪个 方面 谈 及 无 穷 ， 它 永远 都 不 
是 一 个 简单 的 话题 。 然 而 在 数学 中 ， 无 穷 几乎 不 可 回避 ， 我 们 不 得 不 如 
起 所 有 勇气 去 研究 无 穷 这 个 概念 。 

日 然 数 的 无 限 增 大 似乎 是 无 穷 大 这 个 概念 的 根源 。 无 论 我 们 数 到 哪 
个 数 ， 总 能 再 多 数 一 个 。 实 数 当 然 也 是 可 以 无 限 增 大 的 ， 但 那 只 是 因为 
它们 会 跟着 目 然 数 一 起 增加 。 当 我 们 一 次 又 一 次 地 细 分 连续 统 时 ， 我 们 
便 开 始 思 考 实数 的 无 穷 小 了 了。 

这 两 个 无 穷 一 一 无 穷 无 尽 的 日 然 数 和 无 穷 稠 密 的 连续 统一 一 在 菜 些 
方面 有 相似 之 处 吗 ? 或 者 说 它们 完全 不 同 ? 

如 果 我 们 掌握 了 集合 论 的 一 些 基本 知识 ， 接 下 来 的 讨论 束 会 简 早 些 
了 。 集 合 是 由 一 些 称 作 集合 元 素 的 对 象 组 成 的 。 和 集合 通常 用 大 括号 表 
示 ， 例 如 ， 

{1,2,3,4} 
AE BU PA BARING. REBAR EME, LUA TOE 
4。 人 集合 里 元 素 的 排列 顺序 无 关 紧 要 ， 集 合 
{4,1,3,2} 
与 前 一 个 集合 是 一 样 的 。 集 合 中 元 系 的 个 数 称 作 基 数 ， 也 叫 势 。 上 和 面 的 
有 限 集合 的 基数 是 4。 有 具有 相同 基数 的 集合 称 作 等 势 的 集合 。 
有 些 集合 的 势 是 有 限 的 ， 有 些 集 合 的 势 是 无 限 的 。 正 整数 集合 : 


115259 eT 
的 势 显然 是 无 限 的 。 正 偶数 集合 的 势 也 是 无 限 的 ; 
{2,4,6,...} 
这 两 个 集合 的 势 之 间 有 什么 关系 呢 ? 
我 们 也 许 会 脱口 而 出 ， 第 一 个 集合 的 元 素 个 数 是 第 二 个 集合 的 两 
音 ， 因 为 第 二 个 集合 少 了 所 有 的 奇数 。 这 当然 只 是 片面 的 看 法 。 如 果 这 


两 个 集合 都 是 有 限 的 ， 那 么 这 种 看 法 确定 是 对 的 。 但 是 ， 这 两 个 集合 都 
是 无 限 的 ， 我 们 怎么 能 说 一 个 集合 是 另 一 个 集合 的 两 倍 呢 ? 

我 们 来 数 一 下 第 二 个 集合 的 元 素 。 什 么 叫做 “ 数 ”? 它 的 意思 是 将 这 
些 元 素 与 我 们 数 数 时 心中 默念 的 目 然 数 "“1，2，3，...” 一 一 对 应 起 来 。 

我 们 可 以 通过 与 自然 数 做 一 一 对 应 ， 来 数 无 限 集合 里 的 正 偶数 : 

23 4 5 6 7 8 
IL XL TX TT DL 
4 6 8 10 12 14 16 .. 

对 于 每 一 个 正 整数 ， 都 有 一 个 个 数 与 之 对 应 。 对 于 任何 一 个 偶数 ， 
部 有 一 个 正 整 数 与 之 对 应 。 这 么 一 看 ， 这 两 个 集合 现在 似乎 变 得 一 样 大 
了 ， 也 就 是 说 它们 是 等 势 的 。 这 是 怎么 回 事 ?” (事实 上 ， 无 限 集合 的 这 
PRIS RPE CANIS FE LOBOS SE HY, EEA II EEKE A TE 
iB.) 

似乎 没有 人 过 多 关注 过 这 个 屠 论 ， 直 到 格 奥 尔格 : 康 托 尔 (1845— 
1918) 跟 它 较 起 劲 来 。 康 托 尔 ， 伟 大 的 数学 家 ， 出 生 于 节 彼 得 您 ， 以 建 
六 集合 论 而 闻名 。 他 的 父 杀 是 一 名 商人 ， 在 各 方面 引导 儿子 出 类 拔 共 ， 
他 的 母 杀 出 号 于 博 姆 首 乐 世家 。 康 托 尔 加 露 了 目 己 在 艺术 和 首 乐 上 的 天 
赋 ， 但 是 他 在 17 岁 时 决定 “ 献 喘 于 数学 ”。 旺 他 去 了 办 和 歼 世 理工 学 院 和 相 
林 大 学 。1869 年 ， 康 托 尔 在 哈雷 大 学 获得 了 一 份 教学 工作 ， 并 在 那里 友 
过 了 余生 。 

在 1873 年 寄 给 数学 家 理 查 德 : 戴 德 金 (1831 一 1916) 的 一 封 信 中 ， 
康 托 尔 探索 了 类 似 上 日 然 数 与 侦 数 之 间 的 对 应 ， 并 且 考 虑 是 否 可 以 在 日 然 
数 和 实数 之 间 建 立 类 似 的 对 应 。 他 怀疑 这 不 可 能 ， 但 是 无 法 解释 这 是 为 
什么 。“ 我 找 不 到 我 要 寻找 的 答案 ， 也 许 它 很 简单 。” 康 托 尔 写 道 ， 鸟 这 
是 他 著名 的 遗言 。 

如 果 集 合 中 的 元 素 能 与 自然 数 一 一 对 应 ， 那 么 我 们 称 这 个 集合 为 可 
数 的 。 如 采 我 们 能 将 集合 中 的 元 际 按 照 茶 种 方式 排序 或 列举 出 来 ， 那 么 
这 个 集合 就 是 可 数 的 ， 因 为 任何 一 个 列表 都 古 可 以 标号 的 ， 也 束 是 将 各 
项 与 日 然 数 1，2，3，... 一 一 配对 。 所 有 有 限 集合 当然 都 是 可 数 的 。 真 
正 的 难题 来 和 目 于 无 限 集 合 。 

例如 考虑 由 全 体 整 数 构 成 的 集合 ， 其 中 包含 正 数 、 负 数 和 零 。 这 个 
集合 是 可 数 的 吗 ? 是 的 。 因 为 我 们 可 以 从 零 开 始 列 举 所 有 这 些 整 数 : 

0 


] 
2 


1 
-1 
2 


-2 


3 
-3 
这 不 是 列举 整数 的 通常 方法 ， 但 是 它 向 我 们 展示 了 ， 单 个 列表 能 包含 所 


有 的 整数 。 
有 趣 的 契 ， 有 理 数 也 古 可 数 的 。 我 们 从 正 有 理 数 开 始 ， 而 且 不 要 担 
心 数 列 里 有 一 些 重 复 的 数 : 


看 出 规律 了 吗 ? 数列 中 第 一 项 的 分 子 分 母 之 和 是 2， 接 下 来 两 项 的 
分 子 分 母 之 和 是 3， 之 后 三 项 的 分 于 分母 之 和 是 4， 以 此 类 推 。 这 个 列表 
就 包含 了 所 有 的 正 有 理 数 。 只 需 一 正 一 负 地 交 茬 列举， 我 们 便 能 把 负 有 
理 数 也 加 进来 。 因 此 ， 有 理 数 是 可 数 的 。 

在 1874 年 及 表 的 一 祖 论 文 “ 关 于 实 代 数 数 集合 的 性 质 吧 中 ， 康 托 尔 
指出 长 至 代数 数 都 是 可 数 的 。 正 如 我 们 知道 的 ， 代 数 数 是 代数 方程 的 
解 ， 代 数 方程 的 一 般 式 是 

QMX tay JIX '+...+4,x°+a,x+a,=0 
其 中 NN 是 正 整 数 ，qa 十 整数 。 对 于 任何 一 个 代数 方程 ， 将 所 有 的 系数 (a 
的 值 ) 和 六 相 加 ， 我 们 称 所 得 的 值 为 方程 的 局 。 对 于 未 个 特定 的 高 〈 例 
如 5) ， 存 在 有 限 个 数 的 方程 ， 每 个 方程 全 多 有 N 个 解 。 所 以 ， 所 有 的 代 
数 数 都 可 以 根据 它 的 高 和 解 来 排列 。 因 此 ， 人 代数 数 是 可 数 的 。 

那么 超越 数 呢 ? 超 越 数 是 否 可 以 按照 示 种 方式 列 成 一 张 表 ? 这 看 上 
a ne oe 
T | 

那么 包含 了 代数 数 和 超越 数 的 实数 呢 ? 实 数 可 数 吗 ? 

在 1874 年 康 托 尔 证 明代 数 数 可 数 的 同一 访 论 文中 ， 他 也 证 明了 实数 
XE AN FY AT e 


康 托 尔 自 和 完 假设 实数 是 可 数 的 。 他 假设 存在 一 种 枚 举 实 数 的 方法 ， 
并 且 这 些 实数 已 经 按照 这 种 方式 排列 好 了 ， 我 们 用 市 下 标的 希腊 字母 @ 
来 标记 : 
C, MW, O4 W4 Os We ... 

康 托 尔 打算 证 明 这 个 列表 是 不 完整 的 一 一 无 论 怎 梓 构 造 这 个 列表 ， 它 部 
不 可 能 包含 所 有 有 的 实数 。 
A en E 

| : 





ct p 
el er 
ME, Ze BAR BOG ASP eB Be, FRE PAS AZ) FE FBZ 
ASEAN, IPAS Te3f HN Bs dEALPERGA PAP AH DABS 7J 
Q ， 大 一 些 的 为 : p' 
g oT p p 
oe —— M M M M M —————à0 — s«« 
从 团 才 集 下 来 的 地 方 开 始 ， 继 续 往 下 搜索 列表 ， 和 直到 磁 上 两 个 新 的 
大 小 介 于 w 和 有 之 间 的 数 ， 称 这 两 个 数 为 w 和 
ao o" B" B' p 
继续 : 
i a’ ov" a p" B" BD' B 
II een T er 
Pr HIZ o 
你 怎么 知道 的 ? 很 简单 。 假 设 你 被 卡 在 了 这 一 步 
ga 
上 标 (v) 表 明 有 v 个 小 撤 ， 也 许 是 一 亿 亿 亿 个 ， 但 仍 是 个 有 限 的 数 。 现 
在 ， 无 论 如 何 继续 在 枚 举 好 的 实数 列表 中 搜索 ， 都 不 能 在 2 和 之 间 
找到 另 一 组 数 。 很 显然 ， 你 的 实数 列表 是 不 全 的 。 这 个 列表 缺少 了 oaw% 和 
8 之 间 的 每 一 个 数 。 例 如 ， 夹 在 ww 和 pw 正中 间 的 数 是 这 两 个 数 的 平均 
A , J: 
o 4 po 
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Jo 8L xe VR A LEI PIE FE ZG EAT PAR. AYA Ia SE 
续 增 大 ， 而 5 会 持续 减 小 ， 但 是 最 大 的 a 不 能 大 于 最 小 的 p。《 当 你 在 最 
后 一 组 w 和 有 之 间 找 到 两 个 新 数 的 时 候 ， 那 个 小 的 数 总 是 w， 大 的 数 总 是 
8。) a 和 B 都 有 一 个 界线 极限) ， 康 托 尔 用 无 穷 符 号 作为 上 标 来 标 


" e p. 
i: 4 和 


e) 


FI 


oe 


Ü 


^, 这 不 可 能 。 如 果 a 永 远 不 会 大 于 l "DANN , HB 


x p 
么 这 个 实数 数列 就 会 于 失 每 一个 在 (和 之 间 的 数 ， 第 一 个 能 想 
AI LAE: 
G + p 
il 





p /] 
一 定 等 于 。 康 托 尔 称 这 个 极限 为 (希腊 字母 beta)》: 
a cr "nd e os i] soe pi p" p I 


因为 这 是 一 个 永远 持续 的 过 程 〈 我 们 已 经 说 明了 它 不 可 能 在 某 一 点 停 下 


H 


} 
来 )，a 水 远 无 法 达到 / ，B 也 如 此 。 现 在 ， 你 知道 这 是 什么 意思 


E 


/ 
p. abo 这 意味 着 ， Ph 不 在 最 初 的 于 人 实数 列表 里 
/ 
wo P]. 让 的 在 这 个 实数 数列 里 ， 那 么 它 本 该 在 基 次 搜索 下 


/ 
个 a 和 BB 的 时 候 出 现 ， 但 考虑 数列 中 搜索 到 EEE 


a ata) ^ QUE gn (Ud. em Deng" Ja fp 
一 -一 一 一 一 一 上 -一 一 rax 


] 
现在 这 个 实数 列表 里 漏 挥 了 在 a 与 之 则 除了 / 以 外 的 每 一 个 数 。 

我 们 竹 夸 完了 所 有 情形 。 没 有 一 个 成 立 ， 没 有 一 个 符合 逻辑 ， 这 都 
怪我 们 了 最 原始 假设 是 钳 的 一 一 我 们 假设 了 实数 是 可 枚 举 的 ， 这 一 切 一 定 
者 古 因 为 我 们 根本 做 不 到 这 一 点 。 

整数 是 可 数 的 ， 有 理 数 是 可 数 的 ， 攻 全 代数 数 都 是 可 数 的 。 然 而 ， 
实数 者 是 不 可 数 的 。 

康 托 尔 考 谍 将 实数 不 可 数 的 性 质 作为 超越 数 存 在 的 新 证 据 。《〈 如 末 
超越 数 不 人 存在 ， 那 么 实数 惑 等 同 于 代数 数 ， 从 而 可 数 。) 康 托 尔 最 终 意 
识 到 全 少 有 两 种 无 穷 : A BN 7G RU AY BE C95, BU ELA Z5 23 0 
EERIE. AAR. AHE, ACB CIR SG ale A] CT « 
BATS ROBERTI TR, BTR A TB) I AE AEEA TE] BE E 
FP o SARA PA ACA: 一 种 势 适 用 于 目 然 数 、 有 有 理 
数 与 代数 数 ， 万 一 种 势 运用 于 实数 和 连续 统 。 

康 托 尔 的 成 束 在 当时 饱 受 和 争议 ， 他 目 己 也 一 二 没 能 摆脱 这 种 争议 。 
目 康 托 尔后 ， 没 有 哪个 数学 家 册 像 他 那样 思考 无 盆 了 。 可 数 的 无 务 和 不 
可 数 的 无 穷 之 则 的 区 列 已 被 证 明 是 极其 有 用 的 ， 即 使 想象 一 种 简单 的 无 
23 KE VA eH AD o 

AMAT bie, STC IT EN ET ABLE BSR AS A ti Ja J Pt 
了 。 康 托 尔 确实 在 他 生命 的 最 后 20 年 中 经 名 出 入 精神 病院 ， 但 这 也 许 是 
一 种 跟 职 业 无 天 的 踩 邦 钙 。 包 然而 ， 节 糟糕 的 是 ， 疲 务 和 压力 经 各 使 他 


相关 。 在 休养 期 间 ， 他 的 兴趣 已 不 在 数学 上 了 。 他 研 客 过 藻 学 、 神 学 、 
形而上学 ， 以 及 “培根 是 莎士比亚 戏剧 的 真正 作者 ”这 一 假说 。 

有 限 集合 与 无 限 集合 有 很 多 不 同 ， 其 中 一 个 很 大 的 不 同 就 是 真子 
集 ， 也 就 是 那些 与 集合 自身 个 相同 的 于 集 。 有 限 集合 的 大 子 集 忌 是 有 较 
小 的 基数 ， 这 一 扣 显 而 易 见 。 无 限 集 合 的 真子 集 也 可 以 有 较 小 的 基数 。 
(例如 ， 目 然 数 集束 是 实数 集 的 大 子 集 ， 它 们 的 基数 古 不 同 的 。) 然而 
在 有 有 些 情况 下 ， 有 些 集合 的 真 于 集 有 看 与 集合 本 号 一 样 的 基数 。 这 只 对 
TORE MOL. ARABS BORN ASS, Bete AANA 
集 ， 有 理 数 又 是 代数 数 集 的 真子 集 。 所 有 这 些 无 限 集合 都 有 相同 的 基 
数 ， 它 们 是 等 势 的 。 

实数 的 各 种 真子 集 也 有 可 能 是 相互 等 势 的 。 想 想 1 与 0 之 则 的 实数 。 
这 些 数 可 以 与 大 于 1 的 实数 一 一 对 应 ， 只 要 把 每 个 数 痢 用 1 除 一 下 束 好 





了 。 例 如 ，0.5 对 应 2，0.25 对 应 4，0.1 对 应 10，0.0001 对 应 10000。 这 一 
事实 非常 有 用 ， 意味 着 我 们 可 以 考察 0 和 1 之 间 的 实数 的 某 些 性 质 ， 其 结 
论 将 适用 于 所 有 的 实数 。【〔 图 灵 在 他 的 论文 中 运用 到 了 这 一 概念 ， 康 托 
尔 也 用 到 了 它 。) 

康 托 尔 在 探索 无 限 集合 时 还 有 其 他 惊人 发 现 。 他 发 现 我 们 可 以 在 连 
wer CAE EASERO) 和 平面 上 的 点 ， 力 至 NN 维 空间 中 的 点 之 间 建 六 一 
一 对 应 关系 。 

下 面 我 们 只 看 x 和 y 坐 标 都 在 0 和 1 之 间 的 那 部 分 平面 区 域 。 平 面 上 的 
任何 一 点 部 可 以 表示 为 数字 对 (x，y)， 并 且 这 两 个 数 中 的 任何 一 个 数 小 
数 点 后 都 有 无 穷 位 。 在 下 面 的 表示 中 ，x 的 小 数 点 后 每 一 位 都 用 市 有 下 
标的 a 来 表示 : 


y 同 样 如 此 : 
y=.b,b,b,b,. 
现在 ， 把 这 些 数 插 在 一 起 ， 形成 一 个 新 的 数 


.a,b,a,ba,a,b,a,b,. 

这 是 由 两 个 实数 压 在 一 起 形成 的 一 P SE. 每 一 个 二 维 的 扩 部 对 应 看 连 
续 统 上 的 一 个 实数 。 因 此 ， 平 面 上 的 所 有 点 和 直线 上 的 实数 有 着 一 样 的 
基数 。 BRAT AR BIST DIN ISTE BEA EH TOK « sg [ee i 
if: “Je le vois, mais je ne le crois pas.”( 我 了 解 它 ， 但 我 不 相信 它 。 

1891 年 ， 康 托 尔 发 表 了 另 一 个 实数 不 可 数 的 证 明 ， POSTER 
个 证 明 人 至 今 令 人 担 宁 叫绝 。 康 托 尔 的 证 明 涉 及 了 集合 而 非 数 字 ， xn 
J BUS EAN AN Bl ER — PE, eR RE RE. URS ERAN EOS] 
角 线 证 明 法 (diagonal proof) 、 对 角 线 过 程 (diagonal process) 、 对 角 
线 论证 (diagonal argument) 或 者 对 角 化 (diagonalization〉， 原 因 大 家 
蕊 上 束 知 道 了 。 无 伦 怎 么 称呼 它 ， 忌 少不了 对 角 线 一 词 。 

来 看 0 和 1 之 则 的 实数 。 假 设 我 们 设计 了 一 种 列 出 所 有 实数 的 方法 。 

(正如 你 所 料 ， 这 是 男 一 个 反 证 法 。) 假设 这 个 排列 像 下 面 这 样 : 
.1234567890... 
.2500000000... 
9333333333... 
3141592653... 
0101101110... 
4857290283... 
.0000000000... 
9999999999... 
./788778812... 


X7.0,0,0,0,... 


.2/18281828... 


BAUR A SS REEF m. KSA FEO. 1/4. 1/3. 1/10. 
e/10， 还 有 之 前 那个 连续 数字 : 1" 越 来 越 多 的 无 理 数 ， 以 及 一 些 不 大 能 辨 
认 出 来 的 数 。 每 个 数 都 有 无 限 的 十 进 制 小 数位 《即使 它们 都 是 0) ， 并 
且 这 个 列表 有 无 限 多 个 数 。 
即便 这 个 列表 是 无 限 的 ， 我 们 仍然 可 以 说 服 上 自己 这 里 面 漏 挤 了 一 些 

东西 。 我 们 从 左上 和 角 到 右 下 角 看 这 个 列表 中 的 数字 ， 这 些 数 字 用 粗 体 显 
7: 

.1234567890... 

.2500000000... 

.3333333333... 

3141592653... 

0101101110... 

4857290283... 

0000000000... 

9999999999... 

7788778812... 

2718281828... 


现在 用 这 些 粗 体 数字 构建 一 个 数 : 
.1531190918.. 
因为 实效 列表 是 无 限 的， 每 个 数 的 位 数 也 是 无 限 的 ， 所 以 上 面 这 个 
数 有 无 限 位 。 现 在 将 这 个 数 的 每 一 位 都 增加 1。 如 采 这 一 位 是 9， 就 把 它 


AP AKO: 
.2642201029.. 

这 个 新 数 是 否 在 原来 的 列表 里 ? 让 我 们 一 步 一 步 来 看 : IK PHBE E 
列表 中 的 第 一 个 数 ? 不 是 ， 因 为 列表 里 第 一 个 数 的 第 一 个 位 是 1， 而 这 
个 新 数 的 第 一 位 是 2。 

这 个 数 是 列表 中 的 第 二 个 数 吗 ? 也 不 是 ， 因 为 数列 中 第 二 个 数 的 第 
二 位 是 5， 而 新 数 的 第 二 位 是 6。 

这 个 数 是 数列 中 的 第 三 个 数 吗 ? 不 是 ， 因 为 数列 中 第 三 个 数 的 第 三 
位 是 3， 而 新 数 的 第 三 位 是 4。 

等 等 等 等 。 这 个 新 数 不 是 列表 里 的 第 N 个 数 ， 因 为 第 N 个 数 的 第 N 位 
与 这 个 新 数 的 第 N 位 不 相等 。 

因此 ， 这 个 列表 是 不 全 的 ， 我 们 先前 的 假设 有 问题 。 枚 举 0 和 1 之 间 
的 所 有 实数 是 不 可 能 的 ， 我 们 再 次 看 到 实数 是 不 可 数 的 。 


当 我 们 对 代数 数 进行 同样 的 操作 会 友 生 什么 ?我 们 已 经 知道 如 何 枚 
举 代数 数 ， 这 不 是 问题 。 当 构建 一 条 对 角 线 并 且 改 变 所 有 位 上 的 数字 
时 ， 所 生成 的 数 并 不 在 这 个 列表 中 。 这 就 意味 着 生成 的 数 不 是 代数 数 ， 
而 十 超越 数 。 

你 可 以 将 代数 数控 照 多 种 不 同 的 方式 排列 ， 你 可 以 制定 不 同 的 规则 
让 对 有 角 线 和 诛 数 列 中 的 每 一 个 数 都 不 同 。 每 次 这 么 做 ， 你 都 将 得 到 一 个 
新 的 超越 数 。 

1895 年 ， 康 托 尔 选择 用 和 希 伯 来 文字 母 表 中 的 第 一 个 字母 加 上 下 标 


0 ¢ N p» BEMIR) 来 表示 可 数 的 目 然 数 集合 《因此 也 是 任何 
FYB TCR Sea) 的 基数 。 康 托 尔 称 这 是 第 一 超 限 数 。 他 将 它 与 其 他 超 


BRAC C N T N A N 3 等 ) 结合 起 来 建立 了 超 限 数 的 整个 数学 体 
系 。 


a 


如 果 可 数 集合 的 基数 是 皇 Y ， 那 么 实数 的 不 可 数 集合 的 基数 是 什 
A? 我 们 能 否 表示 这 个 基数 ? 

也 许 吧 。 我 们 先 来 看 一 个 有 限 的 集合 ， 它 仅 有 3 个 元 素 ; 

{a, b, c} 

这 个 集合 有 很 多 子 集 ， 你 能 构造 出 多 少 个 来 ? (一 个 集合 的 所 有 子 
集 的 集合 叫做 时 集 。) 你 可 以 动手 尝试 一 下 ， 但 是 不 要 忘 了 空 集 和 包含 
所 有 3 个 元 素 的 集合 ; 

UJ la. b} 


{a} ed 

P) o 

e) — {a, Bc} 
含 3 个 元 素 的 集合 共有 8 个 子 集 ， 而 且 这 并 非 巧合 : 

23=8 
其 中 指数 是 原 集合 元 素 的 个 数 ， 结 果 是 子 集 的 个 数 。 一 个 舍 4 个 元 素 的 
集合 有 16 (2 的 4 次 方 ) 个 子 集 ， 含 5 个 元 素 的 集合 有 32 个 子 集 。 
为 了 更 好 地 揭示 这 种 联系 ， 我 们 还 有 一 个 更 具 条 理 的 方法 来 枚 举 这 


些 子 集 。 画 一 个 表格 原 集合 中 的 每 个 元 素 各 占 一 列 ， 用 0 和 1 来 表示 这 些 
元 素 是 否 在 各 个 子 集中 : 


a b C + 
0 0 0 B 

0 0 | {ch 

0 l 0 [b] 
0 l | {b, c} 
l 0 0 {a} 

l 0 | la. ct 
l ] 0 fa, b} 


l l | la. b. c} 
这 些 三 位 的 0 和 1 组 合 依次 与 二 进 制 数 的 0 到 7 相对 应 。3 位 得 到 8 个 二 进 制 
数 。 一 般 的 规则 是 : 
TTAR AJIA = 2 原 集合 的 势 
一 个 含 10 个 元 系 的 集合 ， 其 医 集 含有 1024 个 元 系 ， 一 个 售 100 个 元 
FINES, HS 4 1267650600228229401496703205376 276 & , 


青 来 天 注目 然 数 因为 需要 ， 把 0 也 算 进 来 了 ) : 
{0, 1, 2, 3, 4, 5, ...} 


这 个 集合 的 基数 是 N » CAB Fee? RL, CHINE 
多 


j^ 
我 们 有 必要 进行 进一步 的 确认 。 我 们 来 构建 一 个 与 类 似 有 限 集 合 的 
表格 (显然 设法 男 全 )〉 。 各 列 的 第 一 行 依次 是 目 然 数 集合 里 的 所 有 元 
E fk— A IORITAEZRIAJUA TENES TY RR, AISI PSE SS ERT RA 
AR 


012345 ... 子 集 


000000 ...{} 
100000 ..10j 
010000... {1} 
110000 ...{0, 1j 
001000...12j 
101000 ... {0,2} 
011000 ... {1, 2} 
111000 ... {0, 1, 2} 


EXE, FSET RACE IRZ An BEHJOAULIS ZH e 
我 们 在 该 列表 的 每 串 数 字 前 加 一 个 小 数 点 : 
.000000... 
.100000... 
.010000... 
.110000... 
.001000... 
.101000... 
.011000... 
.111000... 


它们 都 是 0 和 1 之 间 的 三 进 制 数 ， 并 且 也 是 0 和 1 之 间 的 所 有 二 进 制 数 ， 因 
此 也 就 是 0 和 1 之 间 所 有 的 实数 。-+ 册 我 在 之 前 展示 了 如 何 将 0 和 1 之 间 的 
实数 与 整个 实数 一 一 对 应 ， 这 就 是 说 实数 可 以 与 自然 数 的 窜 集 中 的 成 员 
建 工 一 一 对 应 关系 。 这 个 需 集 因此 有 和 连续 统一 样 的 基数 。 

因此 ， 连 续 统 的 基数 是 : 


N 


其 中 是 目 然 数 的 基数 。 

康 托 尔 证 明了 将 任何 一 个 非 空 集合 的 元 系 与 其 虹 集 的 元 素 一 一 对 应 
是 不 可 能 的 ， 这 个 事实 对 于 有 限 集 合 很 明显 ， 但 对 于 无 限 集合 就 不 明显 
了 。 这 个 结论 现在 称 :为 康 托 尔 定理 ， 它 也 是 1891 年 那 访 介绍 对 角 化 技巧 
HT e i-i 正如 一 个 集合 有 医 集 一 样 ， Agi FERT DLE E 
CBE, 。 上 所 有 这 些 集合 都 有 不 同 的 基数 。 


J 


rn 


康 托 尔 推出 ， 连 续 统 的 基数 是 之 后 的 下 一 个 超 限 数 ， 他 称 这 
个 基数 是 N B 
为 : 


这 个 推测 称 为 康 托 尔 的 连续 统 假设 ， 用 数学 语言 表示 


,=2 


NUMEN, RENE. MUP- 277. 
和 连续 统 的 基数 之 间 可 能 存在 一 些 超 限 数 。 

尽管 如 此 ， 这 一 切 的 深刻 涵义 在 于 可 数 集合 的 基数 不 仅仅 是 比 连续 
统 的 基数 小 ， 


-AÑ 

K <2" 

ru Ase dE, sl | eae =| cue 非常 小 : 
My SSE PE oS d DIR qs dio 


事实 上 ， 连 续 统 与 可 数 集 的 唯一 区 别 在 于 ， 是 人 否 包含 超越 数 。 我 们 
不 得 不 承认 ， 超 越 数 ， 那 些 1844 年 之 前 甚至 还 不 能 证 明 其 存在 性 的 数 ， 
其 实 占 了 实数 的 绝 大 部 分 。 事 实 上 上， 它们 几乎 占 满 了 所 有 的 实数 。 

二 百年 来 ， 我 们 对 于 数 的 概念 完全 是 偏颇 和 扭曲 的 。 我 们 总 是 重视 
整洁 、 秩序 、 模 式 ， 然 而 我 们 又 生活 在 一 个 折 中 与 近似 的 世界 中 。 我 们 

只 关注 那些 对 我 们 有 意义 的 数字 。 为 了 数 农场 里 的 动物 ， 我 们 发 明了 目 
然 数 ， 为 了 测量 ， 我 们 发 明了 有 理 数 ， 而 在 高 等 数学 中 ， 我 们 又 友 明 了 
代数 数 。 我 们 从 连续 统 中 挖 出 了 所 有 这 些 数 ， 却 完全 无 视 了 实数 海洋 中 
其 他 有 如 微生物 一 般 索 多 的 数 。 我 们 活 在 一 种 很 安逸 的 约 沉 中 : 有 理 数 
比 无 理 数 多 得 多 ， 代 数 数 比 超越 数 多 得 多 ， 当 然 这 仅仅 是 我 们 的 一 厅 情 
愿 。 然 而 事实 上， 在 连续 统 的 世界 中 几乎 每 一 个 数 都 是 超越 数 。 

这 些 超 越 数 到 的 是 什么 ”它们 中 的 大 多 数 仪 仪 就 是 随机 的 数字 序 
列 ， 完 全 没有 模式 、 规 则 和 意义 可 言 。 实 际 上 ， 任 何 一 个 随机 的 数字 序 
列 几 乎 都 是 超越 数 。 

我 们 问 标 苇 投 撕 一 个 飞镖 ， 然 后 使 用 一 个 带 潮 进 局 倍 锐 的 无 比 精 确 
的 太子 测量 飞 钞 和 鞠 心 的 距离 。 我 们 首先 量 出 整 的 瑞 寸 数 ， 然 后 量 十 分 
a mY, Bip 2 — ey, WARS PE, RIE. BT 

结果 是 有 理 数 (比如 正好 1.437 瑞 寸 ) 的 概率 基本 可 以 忽略 不 计 。 


Xo 


S78, REME CERIN RENT AEAN SEP Ta. VER 
总 不 可 能 正好 把 一 个 原子 辟 开 吧 ! SR, RR SE RE OK ES HE] 
于 之 间 ， 而 且 当 我 们 其 的 放大 到 了 分 于 世界 时 ， 会 友 现 分 子 震 沪 得 太 快 
MEDS HU Ee, qu BCH BOR ADRs SA, TRE RR EE ANA XE TE Je BE SC 
会 在 东 个 时 候 棋 择 一 脚 ， 所 以 我 们 什么 都 不 能 真正 确定 下 来 。 

在 这 样 的 微观 世界 中 ， 连 续 统 的 概念 是 如 此 地 离 哥 而 让 人 绝望 。 而 
当 我 们 把 目光 从 分 子 转 移 到 宏观 宇宙 中 ， 同 样 也 会 产生 疑问 ， 无 穷 在 现 
实 世界 中 到 展 存 在 不 人 存在。 尤其 是 考 层 到 ， 宇 宙 大 保 炸 很 可 能 友 生 在 有 
限 的 时 间 以 前 ， 只 释放 了 有 限 的 物质 和 能 量 ， 因 而 宇宙 似乎 应 该 由 离散 
而 并 非 连 续 的 结构 来 刻画 。 

我 们 还 想 知 道 ， 康 托 尔 对 于 可 数 集合 和 不 可 数 集合 的 探 寺 仅仅 是 局 
及 抽象 (甚至 还 值得 怀疑 的 理论 数学 呢 ? 还 是 可 以 在 现实 生活 中 有 其 
用 武之 地 呢 ? 

尽 官 在 现实 世界 中 很 难 找到 无 限 的 事物 ， 但 是 无 限 的 概念 在 数学 上 
还 是 有 用 的 。 后 来 友 现 ， 祭 些 有 现实 音义 的 数学 证 明 ， 包 括 图 姑 论 文 里 
的 证 明 ， 核 心 问题 惑 在 于 可 数 集合 与 不 可 数 集合 的 区 别 上 ， 如 下 图 所 
不 。 


: NY 
m". 这 是 已 知 的 。 
Wn uu ug a reve No 
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这 是 我 们 需要 做 的 事 。 
看 到 问题 所 在 了 吗 ? 





L “ 油 壶 ”的 页 文 是 “oiler”， 与 欧 拉 名 字 “Euer 发 音 相 似 。 一 一 编者 
注 

121 这 个 证 明 在 Edward B. Burger 和 Robert Tubbs 的 著作 Making 
Transcendence Transparent: An Intuitive Approach to Classical 
Transcendental Number Theory (Springer, 2004) ，9-26 中 涉及 。 

431 IH B E.W. Hobson 的 Squaring the Circle: A History of the 

Problem (Cambridge University Press, 1913) , 3. 

141 (RHE use. Two New Sciences 〈《 两 种 新 科学 》 ) , 2E, 
Stillman Drake’ (Wall & Emerson, 2000) , 40-41. #62 Opere di 
Galileo Galilei (Florence, 1898) , VIII, 78-79. SEA. {MAIS NEA 
AN BIS EVEN A. S pA. SST RSE BER RTE A «BS 
Wt) (Mathematical Logic, Wiley, 1967, Dover, 2002) , 
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-5 约瑟夫: 沃 伦 : 道 本 ，Georg Cantor: His Mathematics and Philosophy 
of the Infinite (Harvard University press, 1979, Princeton University 
age 1990) , 277. 

16] 奥 尔 格 : 康 托 尔 写 于 1873 年 11 月 29 日 的 书信 ， 来 目 From Kant to 
Hilbert:A Sonrce Book in the Foundations of Mathematics (Oxford 
University Press, 1996) , Vol. I, 844. 

-可 从 From Kant to Hilbert, Vol. Il, 839-8434 Fl]. 

.8L3H7k, Georg Cantor, 285. 

421 18774F6 29H Ifa, From Kant to Hilbert, Vol. II, 860. 

L101 格 奥 尔 格 : 康 托 尔 , “关于 流体 理论 的 一 个 基本 问题 ”，From Kant to 
Hilbert, Vol. Il, 920-922. 
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法 。 这 种 方法 很 明显 : DAR EY LEO A 1 TEAC TEASE S, [HITS 
NE PA AP BR E30 FAR, DACRE. RITE DAS a Hi EK E 
表 。 然 而 ， 问 题 在 于 这 个 数列 永远 不 会 包 合 超 越 数 。 这 个 列表 中 的 所 有 
数 小 数 点 后 都 只 有 有 限 个 非 堆 数 。 


fi 19997F 12 H 31H FREF JLE Ril, PERE E MORE RR 
THIS TERRE EZ TEP RS, RIJA BY B6 DG uE ie & 
全 世界 互 连 计算 机 系统 的 重大 拉 术 事故 及 宕 机 ， 有 些 人 甚至 认为 这 是 无 
法 避免 的 。 这 场 危 机 不 是 全 球 悉 怖 主义 行为 ， 而 是 由 计算 机 程序 员 使 用 
了 近 半 个 世纪 的 小 捷径 造成 鸭 。 在 众多 系统 的 各 种 应 用 程序 中 ， 人 们 使 
用 年 份 的 后 两 位 数字 表示 年 份 ， 例 如 用 75 代 佑 1975， 以 此 来 节省 至 咒 的 
计算 机 存储 空间 。 在 那个 午夜 ， 这 个 两 位 数字 的 年 份 将 会 从 99 变 成 00， 
突然 变 得 很 小 ， 而 不 是 更 大 了 。 一 个 曾经 无 害 的 捷径 竟然 变 成 了 一 个 危 
丛 的 错误 ， 这 个 故障 有 个 高 科技 别名 ， 叫 作 Y2K〈 王 年 虫 ) 。 

当然 ， 程 序 员 们 时 在 几 十 年 前 吏 知 道 这 个 即将 发 生 的 问题 。 从 1998 
年 起 ， 众 多 等 人 听闻 的 书 名 开始 进入 公众 的 视 丢 ， 例 如 到 K: The Day the 
World Shut Down, Deadline Y2K. Y2K: It’s Already Too Late. Y2K: An 
Action Plan to Protect Yourself, Your Family, Your Assets, and Your 
Community on January 1, 2000. 101 Ways to Survive the Y2K Crisis. Y2K 
for Women: How to Protect Your Home and Family in the Coming Crisis. 
Crisis Investing for the Year 2000: How to Profit from the Coming Y2K 
computer Crash. Y2K: A Reasoned Response to Mass Hysteria, Spiritual 
Survival During the Y2K Crisis. Y2K: The Millennium Bug — A Balanced 
Christian Response. Awakening: The Upside of Y2K， 以 及 针对 儿童 阅读 
的 ZPK-9: The Dog Who Saved the World. AA, EIE gi HZ tH 
加 入 这 一 行列 。1999 年 4 月 的 《 连 线 》 杂 志 刊 出 一 个 不 祥 的 黑色 封面 ， 
EMAKAS A “Lights Out”? CIT) ， 用 小 字 写 看 “Learning to Love 
Y2K”( 学 会 去 爱 生 年 虫 ) H 

我 们 被 告 之 ， 计 算 机 已 经 冯 进 了 几乎 所 有 的 电子 产品 中 ， 因 而 届时 
会 有 大 到 大 面积 保水 停电 、 飞 机 难 落 、 汽 车 失控 ， 小 到 微波 炉 雪 工 、 录 
像 机 出 错 等 种 种 事故 友 生 。 

20 世 纪 有 是 一 个 众多 科学 和 技术 都 在 友 展 进步 的 时 代 ， 但 是 现在 ， 这 
个 扩 术 却 要 给 我 们 的 洋洋 目 得 一 个 狠 狠 的 教训 。 


之 前 的 世纪 之 交 从 未 有 过 这 样 的 恐惧 。19 世 纪 也 是 一 个 科技 飞速 进 
步 的 时 代 ， 但 没有 什么 会 在 午夜 时 分 毁 掉 ， 新 的 世纪 充满 光明 。 科 学 家 
们 似乎 已 接近 了 解 了 所 有 的 知识 ， 当 时 很 多 著名 的 物理 学 家 ， 比 如 开 尔 
SC iW E(1824—1907) ， 成 功 预言 了 物理 世界 中 最 后 几 个 谜 题 也 会 很 快 
被 解决 ， 这 其 中 包括 了 以 太 能 填充 整个 空间 并 为 光线 及 其 他 电磁 辐射 的 
传播 提供 介质 的 本 质 原 因 。 

数学 ， 也 许 是 19 志 纪 中 最 接近 计算 机 科学 的 学 科 ， 也 有 很 大 进展 ， 
ea 
强大 。 

19 世 纪 的 这 个 数学 危机 涉及 的 领域 可 以 追溯 到 约 公元 前 300 年 ， 即 
欧 几 里 得 几何 。“ 欧 拉 名 字 的 发 音 是 oiler， 欧 儿 里 得 的 发 音 是 yoo- 
clid. ) 

吹 几 里 得 的 《几何 原本 》 以 一 系列 定义 开始 ， 随 后 古 五 个 公设 和 一 
些 常 用 概念 (也 称 为 公理 ) 。 通 过 这 几 个 基本 假定 ， 欧 几 里 得 推导 出 了 
数 百 个 定理 。 

欧 几 里 得 的 前 四 个 公设 如 此 显然 ， 看 上 去 几乎 没有 写 下 来 的 必要 。 
前 三 个 公设 说 的 是 可 以 用 直 尺 和 圆规 男 直 线 和 圆 ， 第 四 个 同样 简单 。 

1. 从 一 点 到 另 一 点 可 以 画 一 条 线 。 

2. ELZ n] EJ [8] P 322 P rr EH 

3. 给 定 圆 心 和 半径 可 以 确定 一 个 圆 。 

4. 所 有 的 直角 都 相等 。 

这 四 条 公设 简 尘 ， 明 了 ， 不 言 自明 。 相 比 之 下 ， 第 五 个 公设 可 谓 是 
E T ZKS RE. 

5. 如 果 一 条 直线 与 另 两 条 直线 相交 ， 且 在 同一 侧 形 成 的 两 个 内 角 之 
和 小 于 两 直角 ， 那 么 无 限 延 长 这 两 条 直线 ， 它 们 会 在 这 一 侧 相 交 。-L 

这 个 公设 定义 了 直线 不 平行 的 条 件 。 

从 最 早 对 《几何 原本 》 的 评论 开始 ， 第 五 个 公设 就 鼎 有 争议。 一 些 
数学 家 认为 ， 第 五 公设 是 多 余 的 ， 是 不 必要 的 ， 其 实 是 可 以 从 前 四 个 公 
设 推导 出 来 的 。 但 是 ， 所 有 企图 推导 出 第 五 公设 的 人 都 失败 了 。 那 些 成 
功 了 的 人 ， 全 都 不 知情 地 上 暗中 用 到 了 与 第 五 公设 等 价 的 假设 。 

在 19 世 纪 初 ， 一 些 数学 家 开始 探索 另 一 种 方法 : 假定 做 出 了 一 些 违 
背 第 五 公设 的 假设 。 也 许 无 论 它 们 与 其 他 直线 相交 的 角度 是 多 少 ， 两 条 
直线 总 是 相交 的 。 也 许 两 条 直线 永 不 相交 。 如 果 欧 几 里 得 的 第 五 公设 真 
的 是 多 余 的 ， 那 么 矛盾 总 会 在 某 个 地 方 出 现 ， 我 们 就 相当 于 用 反 证 法 证 
明了 第 五 公设 。 

然而 ， 事 情 并 没有 那样 发 展 下 去 。 在 德国 、 匈 牙 利 和 俄罗斯 ， 卡 尔 
: 弗 里 德里 希 : 高 斯 (1777—1855) . ARRAY (1802—1860) Ale t 


拉 : 伊 万 诺 维 奇 . 罗 巴 切 夫 斯 基 (1792—1856) 都 独立 地 发 现 ， 修 改 第 五 
公设 并 不 会 导致 了 矛盾， 而 是 创造 了 一 个 虽然 奇怪 但 前 后 完全 一 致 的 新 几 
何 世 界 产 物 。 

在 一 个 不 太 成 熟 的 时 代 ， 数 学 家 可 能 会 据 弃 这 些 令 人 厌恶 的 非 欧 几 
何 ， 或 者 因 基 本 几何 被 这 些 元 座 的 构造 弄 得 站 不 住 脚 而 绝望 。 但 是 他 们 
I ee ae UNS 
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欧 几 里 得 一 直 是 对 的 ， 第 五 公设 应 该 纳入 他 的 基本 假设 当中 。 作 为 
平面 的 几何 学 ， 欧 氏 几 何 的 第 五 公设 是 必需 的 ， 但 它 并 不 是 唯一 的 可 
能 。 用 一 些 其 他 公设 替换 它 ， 会 产生 与 欢 氏 几何 一 样 合理 和 有 趣 CER 
PAR) 的 几何 和 学。 这些 非 欧 几何 与 我 们 称 之 的 “现实 世界 ”有 什么 关系 
ui? 当然 有 时 候 会 有 。 一 种 非 欧 儿 何 摘 述 的 是 球体 的 表面 ， 从 某 些 角度 
来 看 ， 球 面 比 平 面 更 贴近 “现实 世界 ”。 

19 世 纪 的 数学 家 对 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 使 用 过 的 公理 化 方 
法 ， 也 有 了 更 加 新 颖 深刻 的 理解 。 (虽然 欧 几 里 得 和 亚 里 士 多 德 区 分 了 
公设 和 公理 上 ,但 是 这 种 差别 在 近代 很 大 程度 上 已经 消失 了 。) 一 个 
数学 系统 首先 要 从 一 些 特定 的 公理 开始 ， 然 后 不 断 证 明 这 些 公理 的 推论 
并 一 直 继 续 下 去 。 根 据 我 们 的 感受 ， 这 些 公 理 可 能 与 我 们 对 现实 世界 的 
直 和 党 看 法 相符 ， 也 可 能 不 相符 。 两 千年 来 ， 模 仿真 实 世 界 的 想法 事实 上 
束缚 了 几何 学 的 发 展 。 如 果 公 理 可 以 摆脱 现实 世界 ， 变 得 足够 抽象 ， 那 
么 数学 日 映 就 解放 了 ， 能 够 探索 一 番 新 的 前 景 。 我们 必须 抽象 地 看 待 数 
学 公理 和 由 此 产生 的 数学 体系 ， 心 里 不 能 沉 有 任何 假设 。 

或 者 如 同一 位 年 轻 的 数学 讲师 曾经 深思 的 :“ 我 们 必定 可 以 用 桌 
de Fa FBP RRS E. Zea. Vth 

这 位 年 轻 的 数学 讲师 就 是 大 卫 : 希 尔 伯 特 (1862 一 1943) ， 未 来 了 最 
杰出 的 数学 家 之 一 。 希 尔 伯 特 的 出 生地 很 靠近 哥 尼 斯 堡 ， 一 个 波罗的海 
港口 城市 ， 当 时 是 东 羡 鲁 士 的 首都 。 在 希 尔 伯 特 出 生前 ， 哥 尼斯 堡 就 是 
一 个 数学 胜地 ， 城 市 中 交错 在 普 羔 格 尔 河 上 的 七 座 桥 束 是 欧 拉 解决 了 的 
拓扑 谜 题 的 原型 。 

a JEU Ae EMEA SE, BEARS Sr ee 
(1724—1804) 曾 在 那里 研究 和 授课 。 和 希 尔 伯 特 也 进 过 这 所 大 学 ， 并 在 
那里 短暂 地 教 读 。1895 和 年， 和希 尔 伯 特 接受 了 哥 廷 根 大 学 的 一 个 职位 。 他 
第 一 次 访问 哥 廷 根 是 在 9 年 前 : “他 发 现 上 自己 被 这 个 小 镇 和 美丽 多 山 的 乡 
p E n 
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在 希 尔 伯 特 到 来 之 前 ， 哥 迁 根 大 学 就 己 逆 名 于 世 。1833 年 ， 高 斯 和 
物理 学 家 威廉 :韦伯 (1804—1891) 在 那里 合作 发 明了 电磁 电报 。 随 着 


锅 尔 伯 特 和 非 利 元 斯 : 克 炉 因 (1849—1925) 对 数学 系 的 管理 ， 哥 廷 根 
即将 成 为 全 世界 数学 家 的 芋 地 。 

早 些 年 ， 锅 尔 伯 特 解决 了 代数 不 变量 和 数 域 领 域 的 未 解 问题 ， 并 们 
此 启 得 了 声誉 ， 但 是 在 1898~~1899 学 年 中 ， 他 的 兴趣 有 了 不 寻常 的 改 
变 。 项 尔 但 特 教授 几何 识 ， 而 这 门 诬 通 党 不 在 大 学 教授 ， 学 生 们 已 经 在 
基础 教育 阶段 完成 了 欧 几 里 得 基础 谍 程 。 

大 尔 介 特 的 几何 课 教 授 模式 与 欧 几 里 得 几何 相似 ， 从 几 个 公理 ( 事 
实 上 是 几 组 公理 ) 出 发 ， 然 后 从 这 些 公理 中 推导 出 许多 定理 。 不 同 的 
Fe, FMA TES ACEO. VMAS SOLS, JPHOHUNT 
进行 了 公理 化 。 这 是 将 非 欧 几何 知识 融入 其 目 身 概念 的 新 时 代 欧 氏 几 
何 。1899 年 ， 硕 尔 伯 特 出 版 了 他 的 几何 学 讲义 《几何 基础 》 
(Grundlagen der Geometrie) ， 这 本 书 立 即 成 为 了 一 部 数学 经 典 。〈 刺 
ti 目 德 文 第 10 版 ， 由 Open Court 出 版 社 于 1971 年 出 版 ， 目 前 仍 
FEE) 。 

布尔 伯 特 没有 像 欧 几 里 得 那样 将 他 的 几何 书 称 为 《几何 原本 》， 而 
是 叫做 《几何 基础 》。 对 于 项 尔 伯 符 来 襄 ， 将 几何 学 建立 在 稳 国 的 公理 
体系 根基 上 ， 比 解决 或 证 明定 理 午 要 得 多 。 建 立 几 何 根 基 的 关键 工作 是 
证 明 公 理 体系 的 一 八 性 ， 也 就 是 这 些 公理 不 会 引起 任何 矛盾 。 为 此 ， 硕 
和 尔 伯 特 把 他 的 几何 类 比 到 了 实数 平面 上 。 这 基本 上 天 是 全 卡 儿 坐 标 系 上 
nid FER IARE S L AE EIS] BE [n] dC PAX, Y SE IRENA 
一 致 性 问题 。 

在 那个 年 代 ， 和 硕 尔 伯 特 并 不 是 唯一 对 构建 数学 基础 感 兴趣 的 数学 
Zo 1889, ABE KW (1858—1932) 将 公理 化 方法 应 用 在 了 一 
SKE BORA ABU ALA EE AS 7 —— EH EATUR BIA LE. 3B 
时 并 不 太 有 名 《不 过 现在 评价 很 高 ) IRA Ti Fe A (1848— 
1925) ， 使 用 一 种 全 新 的 记 亏 重新 构造 了 数理 则 辑 ， 并 在 其 1879 年 出 厂 
的 名 为 《概念 文字 》 (Begriffschrift〉 -的 小 册子 中 做 了 摘 述 。 后 来 ， 
弗 雷 格 出 版 了 《算术 基础 》 (Grundlagen der Arithmetik, 1884) ， 试 图 
AB OH TROC EE ESCROW] lie Le PE E XL TE Ie LUN EJ on 
作 中 详细 前 述 了 他 的 系统 。 他 在 1893 年 出 版 的 《算术 的 基本 法 则 》 
(Grundgesetze der Arithmetik) 第 一 卷 中 ， 将 集合 论 和 数理 馆 辑 结合 起 
来 用 以 建立 实数 的 合理 性 。 

世纪 之 交 到 来 之 前 ， 这 些 数 学 的 根基 在 很 短 时 间 内 先后 各 归 其 位 ， 
数学 看 似 处 在 顺利 的 轨道 上 。1900 年 8 月 ， 硕 尔 伯 特 受 邀 在 巴黎 名 开 的 
第 二 届 国 际 数 学 家 大 会 上 进行 章 要 的 演讲 。 考 处 到 这 次 演讲 将 为 数学 开 
尽 一 个 轿 狐 的 世纪 ， 项 尔 伯 符 个 太 确 定 要 说 些 什么 。 

大 尔 伯 特 求助 于 他 在 避 尼 斯 堡 大 学 的 好 友 ， 出 生 于 立 陶 宛 的 数学 家 


AiR = Say KEE (1864—1909) 。 闵 可 夫 斯 基建 议 他 在 演讲 中 尽量 
展望 数学 而 不 是 进行 回顾 : 


最 吸引 人 的 莫 过 于 展望 未 来 ， 你 可 以 列举 出 一 系列 有 意义 的 、 
值得 数学 家 们 在 即将 到 来 的 新 世纪 为 之 研 完 奋斗 的 数学 难题 。 如 采 
MEE SRR, MIER TE ERA RE AI 


因此 ， 在 1900 年 8 月 8 日 ， 和 希 尔 伯 特 按照 闵可夫 斯 基 的 建议 ， 开 始 了 
他 的 演讲 : 


BTS ED ABER PARR NEE, a A ES Jes EY Tk HR 
ATT ISA ACY He Re? EE Be EL IT 
么 样 的 特殊 目标 ? FE) WFE cS EA ig EE, TE ZO 8 
ANTE AE Bt VERUS ot? -8 


然后 ,布尔 伯 特 大 概 地 讨论 了 一 些 需 要 新 世纪 数学 家 们 解决 的 问 
题 。 他 加 听众 傈 证， 这些 问题 终 有 一 天 会 被 全 部 解 次 。 


无 论 这 些 问 题 看 起 来 多 么 难以 解决 ， 无 论 我 们 在 它们 面前 显得 
多 么 无 助 ， 然 而 我 们 可 以 肯定 的 是 ， 解 答 它 们 必然 要 经 过 有 限 步 又 
的 纯 好 辑 过 程 ..….... 对 每 个 数学 问题 必然 可 解 的 坚定 信念 ， 恰 恰 强 烈 
地 激励 了 我 们 每 个 数学 工作 者 。 我 们 会 昕 到 内 心 深 处 那 永恒 的 呼 
喊 : 这 里 有 一 个 数学 问题 ， 去 找 出 它 的 答案 吧 ! 你 能 通过 纯 思 维 找 
到 它 ， 因 为 在 数学 中 没有 不 可 知 (ignorabimus) > ++ 


尽管 ijgnorabimus 是 一 个 生 俱 的 拉丁 词 ， 但 是 希 尔 伯 特 的 听众 、 这 些 
数学 家 们 还 是 可 以 很 容易 解析 它 的 人 台 义 ， 即 “我 们 不 知道 ?>。 一 些 人 还 将 
XX UB HS 18762 FR RRR LA PLB Be (1818—1896) 所 做 
的 演讲 关联 起 来 。 杜 布 岂 一 雷 蒙 在 那 次 演讲 中 莫 观 地 总 结 道 :“ 考 虑 到 
物质 和 力 的 谜 一 样 的 本 质 ..…...…. 科学 家 们 不 得 不 接受 这 个 残酷 的 定论 : 它 
jE SFY ANA. -HU 

XT ER PLB BK, VO ARE Be YAS i EK ETI), Tf 
乐观 的 希 尔 伯 特 显然 不 能 容忍 这 样 的 态度 。 尤 其 对 于 数学 ， 他 很 明确 地 
说 ， 没 有 什么 是 “我 们 不 知道 的 。 

然后 ， 和 希 尔 伯 特 提 出 23 个 来 目 于 多 个 数学 领域 的 未 解决 问题 ， 回 他 
的 同僚 们 提出 了 挑战 。“《〈 当 时 因为 演讲 时 间 有 限 ， 只 提 及 了 10 个 问题 。 
发 表 出 来 的 演讲 全 文中 包含 了 所 有 23 个 问题 。) 在 这 些 问题 中 ， 有 些 十 


THAR, Wf EE DU ie ER ER HL] a fh |n] pe o 
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势 是 不 是 崇 控 看 目 然 数 集 的 势 之 后 的 第 一 个 超 限 数 ， 或 者 说 ， 这 两 个 超 
了 眼 数 之 则 是 否 有 其 他 的 超 限 数 。 在 当时 ， 对 格 奥 尔格 : 康 托 尔 的 工作 的 
争议 已 经 少 了 很 多 ， 而 布尔 但 特 束 古 康 托 尔 最 有 力 的 拥护 者 之 一 。 

第 二 个 问题 关注 于 “算术 公理 系统 的 相 容 性 ”。 和 项 尔 伯 特 将 目 己 的 几 
何 学 的 一 致 性 建立 在 实数 系统 和 算术 的 一 致 性 之 上 。 由 此 ， 实 数 也 需要 
AEE, FFA THEMEW EMEA ISIN, alte, ATARE N 
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给 定 一 个 包含 任意 个 未 知 数 的 有 理 整 系数 不 定 方程 ， 试 推导 一 
个 过 程 ， 通 过 有 限 步 运算 判定 该 方程 是 否 存在 有 理 整数 解 。-2 


是 的 ， 自 于 番 图 撰写 《算术 》 起 已 经 过 了 1650 年 ， 而 数学 家 们 仍然 
热衷 于 研究 丢 番 图 方程 。 有 些 数学 家 在 研究 特定 形式 的 丢 番 图 方程 ， 而 
希 尔 伯 特 询问 的 却 是 通用 判定 过 程 。 要 注意 的 是 ， 这 个 问题 并 不 是 要 和 寻 
求 一 个 解决 所 有 丢 番 图 方程 的 通用 方法 ， 它 寻找 的 是 可 解 性 的 判定 。 考 
虚 任 意 一 个 于 希 图 方程 ， 它 是 可 解 的 吗 ? 它 有 有 理 数 解 吗 ? 希 尔 伯 特 要 
的 是 一 个 判定 过 程 ， 而 且 他 丝 坚 不 怀疑 这 样 的 过 程 是 存在 的 ， 唯 一 的 问 
题 是 要 找到 它 。 

希 尔 伯 特定 义 这 个 问题 时 所 使 用 的 词 ， 为 这 个 特殊 的 判定 性 问题 和 
今后 一 些 年 的 其 他 判定 性 问题 定 了 基调 。 希 尔 伯 特 想 要 一 个 由 有 限 步 操 
作 构 成 的 过 程 。 简 言 之 ， 和 希 尔 伯 特 想 找 一 种 算法 ， 但 是 这 个 词 〈 无 论 是 
英语 的 Algorithm， 还 是 德语 的 Algorithmus〉 在 当时 还 未 使 用 ， 最 起 码 
没有 现在 的 含义 。 现 在 的 算法 一 词 ， 还 是 在 20 世 纪 60 年 代 通 过 计算 机 相 
KS VEE FRA. —— 
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事情 。 如 果 当 时 的 物理 学 家 们 坚信 ， 他 们 已 经 接近 了 解 所 有 的 知识 ， 那 
么 他 们 的 希望 在 1905 年 将 被 彻底 拱 毁 。 那 一 年 ， 如 今 称 为 物理 学 家 阿尔 
但 特 : 爱 因 斯 坦 (1879—1955) 的 “奇迹 之 年 ”(Cannus mirabilis) 。 在 短 


短 的 一 年 中 ， 爱 因 斯 坦 发 表 了 一 扁 博 士 论 文 和 其 他 四 篇 论文 ， 建 这 了 相 
对 论 和 量子 力学 的 基本 原理 。 

宇宙 再 也 不 是 线性 的 、 欧 氏 的 和 确定 性 的 了 。 空 间 与 时 间 在 相对 论 
的 宇宙 中 失去 了 依靠 。 在 1907 年 著名 的 相对 论 论文 中 ， 硕 尔 伯 特 的 朋友 
WIRE- 闵可夫 斯 基 杜 所 了 时 空 CZaumreit) 二 这 个 词 。 (闵可夫 斯 基 
在 1902 年 来 到 哥 廷 根 大 学 ， 但 在 1909 年 因 阑 尾 炎 狂 死 。) 最 终 ， 在 整个 
世纪 里 ， 量 子 力学 中 最 知名 的 成 果 应 该 是 不 确定 性 原理 (1927) 。 

或 许 正 是 回应 了 这 种 新 的 转变 和 不 确定 性 ， 现 代 艺 术 和 音乐 走 癌 了 
惊人 的 、 令 人 振奋 的 方 同 。 可 视 的 形状 和 物体 被 胶 解 ， 然 后 重新 组 装 成 
立体 画 和 雕刻 。 随 着 真实 刀 界 中 “客观 ”宇宙 变 得 越 来 越 不 可 靠 ， 超 现实 
主义 者 们 转向 在 其 潜意识 生活 和 非 理性 梦想 中 寻求 自我 。 

在 音乐 上 ， 浪 漫 的 时 代 似 乎 终结 了 。 丰 后期， 瓦格纳 和 德 彪 西 等 浪 
漫 主 义 首 乐 家 大 量 采 用 半 首 化 和 声 的 作品 ， 不 得 不 为 伊 胡 尔 : 斯 特 拉 文 
We ud SAN AVES RARE) CR ZA) «rm. SSE EL, (AZ 
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是 对 音乐 和 弱 的 根基 进行 重新 公理 化 ， 从 而 创造 出 非 欧 音 乐 。 

20 世 纪 的 数学 家 们 也 不 可 避免 地 卷 入 了 这 股 颠 覆 性 的 风潮 。 第 一 个 
不 和 谐 的 音符 在 1902 年 被 弹 奏 出 来 。 

蕊 特 洛 布 : 弗 雷 格 ，1848 年 出 生 于 德国 维 斯 马 。 在 希 尔 们 特 到 达 哥 
廷 根 前 20 年 ， 他 从 哥 廷 根 大 学 获得 了 博士 学 位 ， 此 后 任教 于 耶 拿 大 学 ， 
并 在 那儿 符 了 44 年 。 其 毕生 之 作 《 算 术 基 础 》 的 第 一 卷 出 版 于 1893 年 ， 
他 在 书 中 尝试 对 所 有 的 数学 理论 进行 系统 性 的 开发 ， 第 一 个 被 选中 的 就 
是 数理 逻辑 ， 现 在 称 之 为 逻辑 学 。 谁 知 第 一 卷 销 量 太 差 ， 以 至 于 出 版 商 
都 不 愿意 出 版 第 二 卷 了 ， 所 以 1902 年 弗 雷 格 试图 自费 出 版 第 二 卷 。 

与 此 同时 ，《 算 术 基 础 》 的 第 一 着 引起 一 位 重要 读者 的 注意 。 

这 个 读者 就 是 伯 特 兰 . 罗 素 (1872—1970) ， 一 个 非 同 寻常 的 人 
物 。 他 的 第 一 高 数 学 论文 发 表 在 维多利亚 执政 期 ， 而 他 一 直 活 到 了 越 两 
MEI HA, FAm I kim) PARMESAN BR, ERAR 
罗素 (1792—1878) EEE, HRA ETA E CISL RAY 
oy RER BR (1806—1873) 。 罗 素 很 早 就 对 数学 产生 了 兴趣 : 


11 多 时， 我 的 哥 凡 开始 教 我 学 习 欧 氏 儿 何 。 这 征 我 一 生 中 的 一 
个 大 事件 ， 束 如 同 初 恋 一 伴 使 我 神魂 是 倒 。 我 从 来 没有 想 到 ， 世 界 
上 还 有 如 此 令 人 愉悦 的 东西 存在 。 行 我 学 完 第 五 命题 的 时 候 ， 我 的 
如 哥 千 诉 我 大 家 普通 都 认为 这 个 很 难 ， 但 我 一 氮 也 不 和 澳 得 。 这 征 我 
第 一 次 意识 到 我 可 能 和 镶 力 非常 。- 


1902 年 ， 罗 系 正 在 忙于 撰写 日 己 的 《数学 的 原理 》“【〔 计 划 第 二 年 出 
版 )， 他 发 现 了 扩 亚 语 和 上 弗 雷 格 的 集合 论 中 部 存 在 一 个 同样 的 问题 。 

一 个 集合 的 成 员 可 以 是 其 他 的 集合 ， 一 个 集合 甚至 可 以 包含 其 卓 
HA. VATS: 那么 由 所 有 不 包含 目 身 的 集合 所 组 成 的 集合 呢 ? E 
包含 其 日 里 吗 ? 如 果 答 案 是 否定 的 ， 它 是 一 个 不 包含 日 里 的 集合 ， 那 么 
根据 定义 它 应 该 包含 目 映 ; 而 如 果 它 包含 目 喘 ， 那 么 它 束 不 再 是 不 包含 
HEmS So 
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只 给 所 有 不 给 目 己 刮 胡子 的 人 刮 胡子 ， 那 么 谁 为 他 刮 胡子 呢 ? 

罗 系 给 弗 备 格 写 了 一 封 信 ， 询 问 关 于 集合 以 所 有 不 包含 自 里 的 集合 
TEA RAAT el, CORR Tce. THIRD CEERI) AY 
as TNS, MERA In UA EEG BR KTP TEMA 
jpg FR BBVA PS SEAS RS, 波及 他 毕生 的 主要 成 果 。 
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挥 这 种 目 我 指 涉 ， 集 合 论 就 有 可 能 没有 全 论 了 。 罗 取 开始 探讨 类 型 论 ， 
他 先 在 《数学 的 原理 》 中 谈 了 一 些 ， 然 后 在 1908 年 的 一 篇 论文 里 进行 了 
详细 的 讨论 。 一 站 罗素 建 并 了 一 组 具有 层次 结构 的 集合 。 处 于 结构 最 低 
屋 的 集合 称 为 1 类 型 集合 ， 它 只 包含 个 体 〈 比 如 数字 ) 。 从 下 往 上 ，1 类 
型 的 集合 只 能 是 2 类 型 集合 的 成 员 ，2 类 型 的 集合 只 能 是 3 类 型 集合 的 成 
H, URHE. 
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素 正在 着 手 准 备 《 数 学 的 原理 》 第 二 卷 ， 而 他 先前 的 导师 及 良师益友 阿 
尔 弗 雷 德 :诺尔 司 : 怀 特 海 〈1861 一 1947) ， 也 正在 准备 写 他 的 著作 《 泛 
代数 论 》 CA Treatise on Universal Algebra, 1898) WJ. SRAM Y 
竺 海 认 识 到 他 们 的 目标 有 所 重合 了 了 ， 因 此 ， 在 1906 年 开始 合作 ， 完 成 了 
继 亚 里 士 多 德 以 来 最 重要 的 馆 辑 学 闭 作 。 

由 阿尔 弗 雷 德 :证 尔 司 - 怀 特 海 和 伯 特 兰 : 罗 系 撰写 的 近 两 二 页 的 《 数 
学 原理 》 (Principia Mathematica) 一 共 三 着， 分 别 出 版 于 1910 年 、 
1912 年 和 1913 年 。 与 之 前 的 《数学 原理 》[ 羡 辽 殉 :牛顿 1687 年 的 兰 作 

(AAG SW AJR EE) (Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica) , AWRA LAERE) PATRIA Ze, PARRA Ze WY 
作 只 有 书 名 是 拉丁 文 。 他 们 选用 此 书 名 也 有 可 能 受到 了 他 们 剑桥 的 同事 
乔治 :爱德华 :摩尔 (1873 一 1958) 的 著作 《伦理 学 原理 》 (Principia 
Ethica, 1903) 的 影响 。 汪 站 怀特 海 、 罗 素 和 摩尔 在 当时 都 是 “剑桥 使 徒 
任 ” 的 成 员 ， 这 个 秘 冤 精 贡 社团 致力 于 研究 学 习 匠 学 论文 和 吃 光 讨论 会 
上 的 沙丁鱼 面包 。 
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法 。《 数 学 原理 》 在 逸 辑 学 上 继续 了 弗 雷 格 的 研究 ， 其 中 一 个 高 测 部 分 
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这 个 式 子 比 它 看 上 去 难 多 了 1! 2U 

直到 此 时 ， 大 卫 : 希 尔 伯 特 对 逻辑 学 还 没有 特别 的 兴趣 。1904 年 ， 
希 尔 伯 特 在 海德 堡 召 开 的 第 三 届 国 际 数学 家 大 会 上 做 了 “ 论 逻 辑 和 算术 
基础 ”的 演讲 。 他 在 其 中 提 及 了 一 些 可 能 的 方法 ， 不 过 直到 《数学 原 
理 》 出 版 ， 逻 辑 学 的 问题 才 走 到 了 舞台 中 央 。 

在 《数学 原理 》 出 版 之 后 ， 希 尔 伯 特 和 罗素 本 可 以 在 数理 逻辑 方 同 
进行 合作 ， 谁 知 国际 形势 如 风云 变幻 。1914 年 8 月 4 日 ， 英 国 向 德国 宣 
Ai 
1918 年 。 

罗素 和 和 希 尔 伯 特 都 不 是 军事 家 。 在 1914 年 ， 德 国政 府 要 求 主流 科学 
家 和 艺术 家 们 签署 一 份 反 驭 “敌人 的 谎言 和 诽谤 ”的 声明 。 和 希 尔 伯 特 根本 
不 能 判断 德国 政府 所 作 的 这 些 声 明 是 人 否 真实 〈 政 治 上 的 判定 性 问题 ) ， 
所 以 他 拒绝 签字 。 汪 站 罗素 ， 一 位 毕生 反 战 的 运动 家 ， 参 加 了 更 多 的 公 
A MISC SCORE TONS 

事实 上 ， 希 尔 伯 特 曾 经 在 1917 年 邀请 罗素 前 往 哥 廷 根 大 学 做 讲座 。 
即使 罗素 的 护照 没有 被 天 国政 府 扣留 ， 也 很 难 想 象 这 样 的 访问 在 战争 期 
HRE KIT 4 
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一 次 题 为 “公理 化 思考 ”的 演讲 ， 从 而 再 一 次 公开 踏 入 了 数学 基础 理论 领 
域 。〈 尽 管 战争 仍 在 进行 ， 但 因为 瑞士 是 中 立国 ， 所 以 希 尔 伯 特 仍然 能 
够 在 苏黎世 与 来 日 其 他 国家 的 数学 家 们 见面 。)〉 在 这 次 演讲 中 ， 希 尔 伯 
特 第 一 次 提出 了 在 20 世 纪 20 年 代 早 期 开始 为 大 家 所 知 的 希 尔 伯 特 计 划 ， 
该 计划 偏离 了 逻辑 主义 ， 试 图 为 所 有 的 数学 体系 寻求 严格 的 公理 系统 。 
为 了 分 析 公理 系统 ， 和 希 尔 伯 特 构思 出 了 “元 数学 ”和 “证 明 论 ”>， 能 够 使 用 
数理 逻辑 推导 其 他 数学 体系 结构 中 的 结论 。 

现在 ， 这 种 方法 在 数学 中 称 为 形式 化 。 在 希 尔 伯 特 的 概念 里 ， 要 构 
建 一 个 形式 化 的 数学 系统 ， 首 先 要 构建 定义 、 公 理 和 从 公理 推导 至 定理 
的 法 则 。 理 想 状态 下 ， 生 成 的 系统 应 该 拥有 以 下 四 种 互相 关联 的 特性 : 


) 独立 性 
) 一 致 性 
) 完备 性 
) 可 判定 性 

独立 性 是 指 不 存在 任何 元 余 的 公理 ， 即 没有 一 个 公理 可 以 由 其 他 公 
理 推 导出 来 。 事 实 上 ， 对 于 独立 性 的 思考 正 是 数学 家 怀疑 欧 儿 里 得 五 个 
公设 的 起 因 。 他 们 试图 利用 其 他 四 个 公设 推导 出 第 五 公设 ， 由 此 证 明 欧 
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一 致 性 是 现 如 今 任 何 公 理 系 统 中 最 重要 的 特性 。 推 导出 来 的 任何 两 
个 定理 绝 不 能 相互 矛盾 ! 

例如 ， 假 设 你 设计 了 一 个 新 的 数学 系统 。 这 个 系统 包公 符 号、 公理 
以 及 利用 公理 推导 出 定理 的 各 种 法 则 。 事 实 上， 这 正 是 你 主要 要 做 的 事 
情 : 利用 公理 推导 定理 ， 这 束 古 所 谓 的 证 明 。 同 时 ， 这 些 法 则 也 给 出 了 
系统 内 所 有 可 能 的 合式 公式 Cwell-formed formula， 往 往 简 称 为 wff， 读 
作 woof〉 的 语法 。 你 可 以 不 去 推导 ， 目 己 组 合 一 个 合式 公式 ， 人 然后 再 试 
着 用 公理 和 法 则 给 出 一 个 证 明 ， 说 明 这 个 公式 是 公理 的 必然 推论 。 

我 将 展示 一 个 假想 数学 系统 中 的 两 个 合式 公式 。 下 和 面 是 第 一 个 ， 我 


们 称 之 为 A: 
gobbledygook = yadda-yadda-yadda 
等 写 表 明 等 式 两 边 的 表达 式 在 攻 种 意义 下 十 等 价 的 。 下 面 是 公式 B: 
gobbledygook zx yadda—yadda—yadda 
除了 等 写 丛 换 成 了 不 每 号 ， 这 个 公式 和 A 一 样 。 可 以 说 ， 公 式 B 是 公式 A 
TE, KETE. 

公式 A 和 公式 B 是 相反 的 ， 因 此 二 者 中 只 有 一 个 可 能 为 真 。 现 在 ， 
数理 逻辑 中 “ 真 ” 的 概念 往往 和 真实 生活 中 的 一 样 难以 捉摸 。 在 这 里 ， 我 
并 不 想 进 行 任何 形而上学 的 讨论 ， 所 以 仅仅 粗略 地 将 真 的 概念 定义 
为 “与 公理 所 做 的 假设 一 致 ”。 

如 来 你 能 够 从 已 知 的 公理 同时 推导 出 公式 A 和 公式 B， 那 么 该 公理 
系统 必然 是 不 一 致 的 ， 而 且 不 仅仅 是 不 一 致 一 一 它 坚 无 意义 。 这 年 因 
为 ， 不 一 致 性 会 波及 整个 系统 ， 使 得 所 有 的 东西 同时 既 为 真 义 为 假 ， 这 
是 一 个 传统 上 称 为 ex falso quodlibet 〈 从 矛盾 可 以 推出 任意 命题 ) 的 逻辑 
灾难 。 

这 就 是 所 谓 的 一 致 性 。 

完备 性 是 指 能 够 从 已 有 公理 推导 出 所 有 为 真 的 公式 。 利 用 证 明 可 以 
推导 出 为 真 的 公式 。 如 采 通 过 公理 既 不 能 推导 出 公式 A， 也 不 能 推导 出 
公式 B〈 即 A 和 B 都 不 可 证 明 〉 ， 那 么 该 公理 系统 则 是 不 完备 的 。 事 实 上 





究 苋 哪 一 个 为 真 ? 或 许 你 根本 不 知道 ， 又 或 者 你 有 一 些 思 路 ， 但 是 无 论 
如 何 你 不 能 提供 一 个 证 明 。 

公式 为 真 与 公式 可 证 明之 间 的 区 别 可 能 会 令 人 迷惑 如 果 一 个 东西 
不 可 证 明 ， 那 么 我 们 往往 无 法 百分之百 地 确定 它 的 真 假 ， 但 这 并 不 能 阻 
止 我 们 在 缺乏 证 明 的 情况 下 断言 它 的 真 假 。 例 如 ， 几 乎 所 有 人 都 相信 种 
f£ PURA TR AE: 所 有 大 于 2 的 偶数 都 可 表示 成 两 个 质数 之 和 。 然 而 ， 
DBR IGE 因为 它 依然 是 有 史 以 来 最 伟大 的 未 被 证 明 的 数学 
问题 之 一 。 

(在 以 上 讨论 中 ， 我 实际 上 已 经 简化 了 “可 证 明 性 * 和 “正确 性 ”之 则 
的 区 列 。 可 证 明 性 是 句法 上 的 概念 ， 它 基于 系统 的 公理 以 及 用 来 推导 定 
理 的 法 则 。 而 正确 性 则 是 语义 上 的 概念 ， 它 取 诀 于 我 们 为 系统 中 的 符号 
CF RIS tT AG 在 本 书 的 第 三 部 分 ， 我 将 针对 这 些 问 题 进 行 更 多 的 讨 
wo ) 

对 硕 尔 伯 特 来 说 ， 同 样 重要 的 还 有 可 判定 性 。 他 奶 寻 一 个 判定 过 程 
一 一 用 以 确定 任 一 给 定 合 式 公 式 的 可 证 明 性 的 通用 方法 。 

如 果 一 个 数学 系统 被 认为 是 不 完备 的 ， 是 不 是 也 说 明 判 定 过 程 不 存 
在 ? 不 一 定 。 假 设 公 式 A 和 公式 B 都 不 可 证 明 ， 因 而 系统 是 不 完备 的 ， 
但 是 仍然 可 能 存在 一 个 判定 过 程 ， 通 过 分 析 公 式 A 和 B 可 以 得 出 和 刚才 
相同 的 结论 一 一 它们 那个 可 证 明 。 判定 过 程 的 存在 与 系统 是 含 完备 无 


ze 

当然 ， 更 好 、 更 强大 的 判定 过 程 是 那 种 能 够 确定 正确 性 而 不 征 可 证 
明 性 的 过 程 。 即 使 我 们 不 能 从 公理 推导 出 来 ， 这 样 的 判定 过 程 也 能 够 直 
接 识 别 出 到 的 是 A 为 真 还 是 B 为 真 。 

厦 尔 伯 特 在 1900 年 的 巴黎 演讲 中 谈 及 丢 番 图 方程 问题 时 ， 第 一 次 提 
出 了 判定 过 程 的 想法 。 在 1917 年 天 于 “公理 化 思考 ”的 办 黎 世 演讲 中 ， 硕 
和 尔 们 特 也 谈 及 了 “有 限 步 运算 以 内 的 数学 问题 的 判定 性 问题 >。 在 公理 系 
统 的 整个 数学 体系 中 ， 他 说 ， 判 定性 问题 “是 流传 久远 的 ， 也 是 讨论 最 
多 的 ， 因 为 它 是 数学 思考 的 本 质 ”。-- (当然 ， 希 尔 伯 特 说 一 个 东 
西 “ 流 传 信 远 的 ， 也 是 讨论 最 多 的 ?， 指 的 是 他 目 己 所 在 的 数学 世界 的 核 
心 ， 也 束 古 他 上 自己 以 及 他 在 哥 廷 根 大 学 的 同事 和 学 生 。 在 《数学 原理 》 
中 ， 怀 特 海 和 罗 系 根本 就 不 天 心 完 备 性 或 判定 性 。) 

布尔 伯 特 或 许 是 第 一 个 将 德 文 单词 Entscheidung CAE tE) A 
Problem (问题 连接 在 一 起 的 人 ， 但 根据 记载 ， 衣 次 使 用 这 个 五 首 市 
合成 词 的 是 硕 尔 伯 特 的 一 个 助手 海 因 里 硕 : 册 受 〈1891 一 1970) ， 那 是 
在 1921 年 5 月 10 日 ， 哥 廷 根 数 学 协会 的 一 次 题 为 "Entscheidungsproblem 
und Algebra der Logik” 的 座谈 会 上 。 现 在 回顾 起 来 ， 贝 受 对 于 假想 判定 
过 程 的 摘 述 真是 让 人 上 媒 目 结 碧 (黑体 字 原 文 是 德 文 ， 取 目 贝 曼 文 集中 一 


hm AN CARIN SOAS): 


ix^ SR] “PE BE, WIL EE IER IC APR i a FE 
Fa SHEET HALAL UI TT, AN FARE ES eG 
5j. WARE, BATA Vie WLR BAL as Ee CAN Ee 
Pe BRANT AY UA La RIS TE) 。- 


QU SR WS FEI EN Em, ABA BUNS ARH AY BE 
PeNSAL, MAGA RAL ! 

在 1922 一 1923 学 年 ， 和 希 尔 伯 特 教授 了 一 门 诗 ， 叫 做 “数学 的 馆 辑 学 
基础 >， 也 开始 使 用 了 单词 Entscheidungsproblem， 二 本 但 是 直到 1928 
年 ， 它 才 开 始 从 哥 廷 根 扩展 到 数学 界 。 同 一 年 ， 硕 尔 伯 特 的 助手 威廉 : 
P 5 (1896—1962) TEBJ NMR EE A E N A EDB 
到 1917 一 1918 学 年 ) 汇编 成 了 一 本 小 注册 子 出 版 ， 名 为 Grundziige der 
theoretischen Logik-—- ( 《数理 逻辑 原理 》) ， 这 本 书 现在 称 为 《 希 尔 
(ERES RE GES) 。 

《布尔 但 特 与 阿 元 曼 》 完 全 没有 《数学 原理 》 如 此 广阔 的 视野 和 宏 
伟 的 目标 。 书 中 只 包含 了 除 集合 论 和 逻辑 学 之 外 的 数理 馆 辑 基础 知识 。 
但 是 《 锅 尔 但 符 与 阿 元 曼 》 以 自己 的 方式 证 明了 ， 注 薄 的 120 页 书 所 市 
来 的 影响 实在 是 极其 深远 。 书 的 核心 部 分 是 对 于 有 限 函 数 演 算法 
(engere Funktionenkalkiil〉 的 解释 ， 即 我 们 今天 所 说 的 “一 阶 谓词 逻 
和 辑 ”， 其 中 涉及 了 对 完备 性 和 判定 性 的 讨论 。 

《和 硕 尔 们 特 与 阿 克 受 》 的 一 位 早 斯 谈 者 是 质 住 在 维也纳 的 奥地利 数 
Lee (1906—1978) . KFM RAWE, E 
AB: 


1E HIPH VE AL AEAEE ZS ee 8 B n] VÀ AS HE BOE, 
BIER AR Dik Ev, 公理 系统 是 否 完 备 还 征 个 未 解决 的 问题 。 


这 一 段 指 的 是 这 样 的 一 阶 锡 辑 公 却 ， 无 论 命题 函数 《〈 现 在 称 之 为 谓 
词 ) 处 于 哪个 论 域 ， 也 无 论 对 之 如 何 解 释 ， 公式 电 是 为 真 。 这 些 所 谓 
的 “ 永 真 ?公式 ， 能 不 能 从 公理 推导 出 来 ? 哥 德 尔 接受 了 这 一 挑 成 ， 并 在 
1929 年 的 博士 论文 中 证 明了 一 阶 谓 词 包 辑 在 该 意义 下 古 完 备 的 。 这 个 定 
理 惑 是 哥 德 尔 完备 性 定理 。 如 末 哥 德尔 的 页 献 只 是 止步 于 此 ， 那 么 他 或 
许 没 有 今天 的 声望 。 不 过 对 于 哥 德 尔 来 说 ， 他 的 探索 只 是 刚刚 开始 。 

一 阶 谓词 逻辑 的 完备 性 虽 在 意料 之 中 ， 但 也 是 一 个 重要 有 的 结 琳 。 它 
展示 了 ， 用 公理 和 证 明 机 制 足 以 推导 出 所 有 普通 成 立 的 命题 。 然 而 ， 数 


理 馆 辑录 然 不 是 无 中 生 有 有。 谓词 馆 辑 的 一 个 主要 目的 ， 残 是 为 数字 和 算 
术 建 立 坚 实 的 框架 和 基础 。 为 了 达到 这 个 目的 ， 束 必须 将 公理 加 入 逻辑 
系统 中 ， 以 便 建 立 数字 理论 ， 这 正 是 《算术 原理 》 上 所 退 求 的 首要 目标 。 

那么 ， 加 入 这 些 公 理 之 后 ， 是 不 是 所 有 的 命题 或 者 其 否定 式 都 是 可 证 明 
的 呢 ? 一 阶 谓词 逻辑 在 这 个 更 强 的 意义 上 是 否 也 是 完备 的 呢 ? 这 有 时 被 
en 
J 一 个 问题 。 

1930 年 春 ， 大 卫 : 希 尔 伯 特 从 执教 工作 退 了 下 来 ， 时 年 68 岁 。 同 年 
HEIN (Fe, RS rue ea RB. FES BRA A N 
iW" muB LE. fees (eee BEERA. —3—30*EBj. ThE 
人 黎 的 听众 ， 对 于 数学 家 来 说 没有 ”我们 不 知道 ?， 现 在 他 又 重申 道 : “对 
于 数学 家 来 说 ， 不 存在 ignorabimnus， 并 且 据 我 看 来 ， 实 际 上 目 然 科学 中 
的 任何 分 文 都 是 这 样 。“ 和 希 尔 伯 特 还 引用 了 哲学 家 奥 古 斯 特 : 孔 德 的 例 
fo FLAN SAARI VORA aR TEII PUER, ASK n] BE 
jen p 


ERAR, FLEA Bed. HAS IER a AR ASR, ETRAS E 
KAA FS HEA ee. RD gSHJignorabimus. RIDER IAH 
E: 


我 们 必须 知道 。 
我 们 必 将 知道 。 


Wir müssen wissen. Wir werden wissen. 


TEOMA FEMI T BEARS TH RAI KK, EREE SBF 
尼斯 堡 ， 出 席 一 个 数学 会 议 。1930 年 9 月 7 日 ， 哥 德尔 宣称 ， 他 证 明了 ， 
为 了 让 一 阶 谓词 逻辑 能 指出 算术 运算 规则 〈 和 包括 加 法 和 乘法 ) 而 必须 加 
入 的 公理 ， 将 会 使 整个 系统 变 得 不 完备 。 他 在 系统 内 部 构造 出 了 一 个 公 
式 和 它 的 否定 式 。 如 果 算 术 是 一 人 致 的 ， 那 么 这 两 个 公式 之 一 必 为 真 ， 但 
是 ， 它 们 两 个 中 的 任何 一 个 都 不 能 被 证 明 。 

通过 后 来 称 为 哥 德 尔 配 数 法 的 方法 ， 哥 德尔 使 用 系统 中 得 到 的 算术 
将 每 一 个 公式 和 每 个 证 明 都 与 一 个 数 关 联 起 来 ， 从 而 得 到 一 个 断定 目 己 
不 可 证 明 的 公式 。 这 上 听 起 来 有 点 像 说 谎 者 悖 论 〈“ 我 说 的 每 一 句 话 都 是 
说 话 ， 包 括 这 人 句 话 在 内 ”) Was, (HERA EEC. AAA 
所 断言 的 并 不 是 上 自己 为 真 或 为 假 ， 而 是 目 己 不 能 被 证 明 。 如 果 代 数 系统 
是 一 人 怪 的 ， 那 么 这 个 公式 不 能 为 假 ， 天 则 会 引出 巴 盾 。 因 此 ， 这 个 公式 
必须 为 真 〈 但 是 这 个 真 仅 仪 是 元 数学 中 的 真 ， 因 为 真 假 不 是 这 个 好 辑 系 


统 本 身 的 概念 ) ， 也 就 是 说 该 公式 是 不 可 证 明 的 。 

哥 德 尔 的 论文 在 次 年 发 表 ， 题 为 < 论 《 数 学 原理 》 及 有 关系 统 的 形 
式 不 可 判定 命题 挛 。-ad 有 罗马 数字 工 表明 ， 哥 德尔 本 想 在 这 篇 论文 之 后 
再 接着 写 下 去 ， 给 出 更 多 的 例子 ， 但 是 该 论文 很 快 就 引起 了 极 大 的 反 
向 ， 第 二 部 也 就 没 必要 再 写 了 。 

不 完备 性 定理 的 一 个 关键 前 提 是 算术 的 一 致 性 。 作 为 一 个 推论 ， 哥 
德尔 还 证 明了 ， 在 系统 内 部 对 算术 的 一 致 性 进行 证 明 是 不 可 能 的 。 因 为 
有 些 公式 是 既 不 能 证 明 又 不 能 推翻 的 ， 所 以 它们 有 可 能 是 不 一 致 的 。 
(这 是 不 是 说 明了 算术 和 初等 数论 是 不 一 致 的 ? 极 不 可 能 ， 并 且 也 没 人 
这 么 认为 。 问 题 在 于 ， 一 致 性 不 能 在 系统 本 身 中 被 证 明 。) 

听 说 了 可 德尔 的 不 完备 性 定理 ， 作 为 一 个 数学 家 ， 大 卫 : 希 尔 伯 特 
的 反应 有 些 出 人 意料 。 他 “有 些 愤怒 >?， 了 3 江 但 最 终 开始 将 哥 德 尔 的 发 现 
引入 自己 的 体系 之 中 。 

另 一 位 数学 家 直接 就 丧失 了 自己 对 于 数理 罗 辑 的 兴趣 。 伯 特 兰 .多 
素 似乎 在 撰写 《数学 原理 》 中 耗 尽 了 热情 : 


最 终 ， 工 作 绪 束 了 ， 而 我 的 镶 力 再 也 设 能 从 紧张 中 恢复 过 来 。 
自 此 之 后 ， 我 不 能 像 以 前 那样 处 理 困 难 的 抽象 问题 了 。 这 是 我 转变 
目 己 工作 性 质 的 部 分 原因 ， 尽 管 绝 不 是 全 部 原因 。- L 


罗 系 开始 退 求 其 他 爱好 ， 比 如 关于 哲学 、 政 洽 以 及 社会 事务 的 写 
作 。1950 年 ， 他 因为 “在 各 种 重要 的 作品 中 拥护 人 道 主 义理 想 和 思想 目 
由 半 交 而 获得 了 诡 贝 尔 文学 奖 。 那 个 时 候 ， 许 多 人 已 经 筷 记 了 他 一 开 
始 是 个 数学 家 。 

另 一 位 在 20 世 纪 20 年 代 中 期 居住 在 哥 廷 根 的 匈牙利 数学 家 约 戎 : 冯 ， 
诡 依 受 〈1903 一 1957) ， 也 在 哥 德 尔 之 后 放大 了 好 和 辑 学 的 研究 〈 按 照 他 
cca 。 不 过 ， 后 来 他 将 数理 人 逻辑 中 的 法 则 应 用 于 对 电子 计算 机 

哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 并 不 是 哥 廷 根 所 面临 鸭 最 大 矿 烦 。1933 年 ， 
纳粹 党 茶 目 犹太 人 在 德国 大 学 中 任教 。 对 于 哥 廷 根 大 学 ， 这 个 几 十 年 来 
以 智力 成 就 为 单一 评判 标准 的 研究 圣地 ， 这 个 法 令 带 来 的 打击 是 毁灭 性 
的 。 理 查 德 : 柯 天 (1888 一 1972)〉 离开 那儿 去 了 美国 ， 在 纽约 大 学 找到 
了 一 个 职位 。“〈 今 天 ， 柯 明 数 学 科学 研究 所 占据 了 受 哈 顿 西 第 4 街 的 一 
整 收 大 楼 。) RMR SBR (1885—1955) 自己 虽然 不 是 犹太 人 ， 但 是 
他 的 夫人 是 犹太 人 。 像 爱 因 斯 坦 一 样 ， 韦 尔 去 了 新 泽 西 州 普林斯顿 高 等 
研究 院 。 保 罗 : 伯 尔 内 斯 (1888 一 1977) 被 剥夺 了 授课 的 权利 ， 但 是 他 
保住 了 作为 希 尔 伯 特 最 忠实 助手 的 职位 ， 一 直到 他 离开 前 往 苏 歼 世 。 伯 


尔 内 斯 对 两 卷 《 几 何 基础 》 (1934, 1939) 做 出 了 主要 贡献 ， 尽 管 这 两 
本 书 是 以 希 尔 伯 特 和 伯 和 尔 凡 斯 两 个 人 的 名 字 出 厂 的 。 

在 一 次 寞 会 上 上， 和希 尔 伯 特 发 现 上 自己 坐 在 了 教育 部 部 长 的 劳 边 。 部 长 
问 希 尔 伯 特 : “没有 犹太 人 的 影响 ， 哥 廷 根 的 数学 现在 怎么 样 了 ? ”他 回 
答 道 : “ 哥 迁 根 的 数学 ? CARES. Vel 

对 于 那些 继续 研究 效 理 饮 辑 《〈 哥 廷 根 对 此 的 影响 日 趋 减 弱 ) 的 数学 
家 来 说 ， 那 些 数 学 问题 仍然 吸 竺 解决 。1928 年 版 的 《布尔 们 特 与 阿 殉 
曼 》 中 用 斜体 恰如其分 地 做 了 表述 :“ 判 定性 问题 应 该 作为 数理 逻辑 中 
的 主要 问题 来 看 符 。” (Entscheidungsproblem muß als das Hauptproblem 
der mathematischen Logik bezeichnet werden.) -时 哥 德 尔 的 不 完备 性 定 
理 并 没有 指出 判定 过 程 定 不 存在 的 ， 它 只 是 证 明了 这 样 的 判定 过 程 不 能 
确定 任意 公式 是 人 耕 为 真 。 序 其 量 ， 它 只 能 确定 一 个 公式 的 可 证 明 性 。 

《名 尔 介 特 与 阿 元 曼 》 这 本 书 用 了 9 页 篇 幅 讨 论 一 阶 谓词 逻辑 中 的 
判定 性 问题 ， 并 且 其 中 一 半 的 篇 幅 讨 论 的 是 关于 “ 符 定 情况 下 的 判定 性 
问题 的 解 ”。 对 于 那些 标准 的 〈 并 且 第 见 的 ) 数理 逻辑 的 公式 来 计 ， 判 
定 过 程 已 经 开 肥 出 来 了 。 所 以 看 起 来 ， 通 用 的 判定 过 程 也 应 该 是 存在 


的 。 

但 事实 并 非 如 此 。1936 年 ， 美 国 数学 家 阿 隆 伍 : 印 奇 (1903— 
1995) 总 结 道 〈 原 文 同样 刻意 使 用 了 和 斜体) :“ 一 般 情 况 下 的 一 阶 谓词 
逻辑 的 判定 性 问题 古人 不可解 的 。”(The general case of the 
Entscheidungsproblem of the engere Funktionenkalkul [first-order predicate 
logic] is unsolvable.) 43+- 

p] = Ae Pay, MAL SEE ARITA, FBT EER 
论 :“ 硕 尔 但 特 的 判定 性 问题 是 无 解 的 。”- 关 -这 是 他 在 论文 开始 束 提 出 
来 的 ， 最 终 也 作为 了 论文 的 结论 :“ 因 此 判定 性 问题 不 可 解 。” 上 3 

在 印 奇 和 图 灵 友 表 他 们 的 研究 成 来 时 ， 硕 尔 介 特 已 经 74 岁 了 。 那 
Ny, BEAR MAT A tee, DMA TIEN FEKE. Ot 
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时 ， 他 们 能 想到 的 仅仅 是 哥 德 尔 、 印 奇 和 图 灵 ， 以 及 不 完备 性 和 不 可 判 


定性 。 
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联 解体 之 后 ， 加 里 宁 格 勒 归 属 俄罗斯， 但 是 它 被 其 他 国家 隔 开 ， 严 在 了 
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为 什么 称 之 为 软件 。 

计算 机 程序 是 以 文本 文件 的 形式 编写 和 维护 的 ， 它 们 称 为 源 代 码 。 
这 些 文本 文件 本 里 能 够 被 其 他 程序 读 取 和 解析 。 程 序 员 还 可 以 编写 特殊 
的 程序 ， 用 来 检查 已 有 的 源 代 码 并 找 出 可 能 存在 问题 的 地 方 。 比 如 ， 这 
样 的 程序 可 以 搜索 包含 字 侍 “year” 或 者 “yr” 有 的 变量 名 ， 然 后 ， 程 序 员 可 
以 人 工 进 行 检查 ， 看 看 相关 程序 是 如 何 处 理 日 历年 的 。 

蝴 看 这 些 潜在 的 干 年 虫 故 障 被 找到 并 消除 ， 一 定 有 人 开始 思考 一 个 
时 有 野心 的 计划 : 能 不 能 与 出 一 个 程序 用 来 分 析 其 他 程序 并 且 找 到 其 他 
程序 的 问题 ? 当然 ， 这 样 的 程序 会 非常 复 洒 ， 编 号 起 来 非常 困难 ， 然 而 
一 旦 能 写 出 ， 束 可 以 用 来 修正 任意 其 他 的 程序 ， 而 这 十 非 第 有 价值 的 。 

是 的 ， 这 会 很 困难 ， 但 十 它 在 理论 上 可 行 吗 ? 

答案 是 侣 定 的 。 开 有 太一 个 通用 的 故障 及 现 算法 是 不 可 能 的 ， 这 也 是 
AS 
ELT 。 
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应 该 知道 的 目 然 奇 观 》。 图 元 后 来 说 -上 上， 这 本 书 开局 了 他 的 科学 视 
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汽机 ， 但 那 时 我 们 还 不 太 了 解 它 的 工作 原理 。 现 在 ， 我 们 会 把 它 比 
喻 为 一 台 内 燃 机 ， 就 像 是 汽车 、 轮 船 和 飞机 的 内 燃 机 一 样 。 一 2 


20 志 纪 初 ,，“ 人 体 是 机 器 ”的 想法 被 看 成 是 非常 无 知 的 ， 束 像 现 在 儿 
章 谈 物 里 很 幼稚 的 想法 一 样 。 但 事实 并 非 如 此 。 在 阿兰 :图 灵 出 生前 200 
^E, YF GBR AE HEP ZARA A ZZ RL EB i SEPA (1709—1751) 在 其 
17474E HJ 4X. ETE mL’ Homme Machine © 《机械 人 》) LH, SAH 
饰 地 描述 了 人 体 其 至 思维 的 机 械 般 的 工作 机 制 。 阿 兰 :图 录 从 小 就 觉得 
—— Ra 后 来 也 因 探 索 机 器 和 人 类 间 的 联系 而 被 世人 

id. 

阿兰 . 麦 席 森 :图 灵 于 1912 年 6 月 23 日 出 生 在 伦敦 由 丁 顿 的 疗养 院 里 。 
他 的 父 杀 曾 在 印度 公务 普 为 瑞希 国 效 力 ， 母 杀 出 生 在 马 德 拉 斯 ， 外 祖父 
是 一 位 在 印度 修建 桥 当 和 铁路 而 赚 了 大 钱 的 工程 师 。1907 年 ， 图 元 的 父 
母 在 一 艘 从 印度 到 英国 的 船上 相遇 ， 同 年 他 们 在 都 柏林 结婚 。1908 年 年 
初 ， 他 们 回 到 印度 。 阿 兰 是 他 们 的 第 二 个 男孩 ， 他 母 杀 1911 年 在 印度 怀 
上 了 人 他， 但 他 出 生 在 英国 。 

在 幼年 ， 阿 兰 和 他 的 哥哥 约 戎 被 留 在 瑞 国 ， 由 一 对 退休 夫妇 照顾 ， 
而 他 们 的 父母 住 在 印度 ， 这 在 当时 很 常见 。1922 年 ， 阿 兰 进入 肯特 的 哈 
效 勒 赫 斯 特 预 备 学 校 学 习 。 他 最 初 的 兴趣 是 地 图 、 国 际 象棋 和 化 学 。 
+41 1926 年 ， 他 被 一 所 最 古老 的 瑞 国 公立 学 校舍 伯 恩 录取。 图 灵 在 舍 伯 
因 第 一 学 期 的 第 一 天 被 大 罢工 所 阻 ， 不 能 乘 火 车 去 学 校 。 于 是 ， 阿 兰 决 
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习 上 表现 优异 而 弥补 自己 的 不 足 ， 但 事实 并 非 如 此 。 只 有 在 数学 上 ， 他 
FRIE EN JIRIH i o 

到 了 1929 年 ， 阿 兰 开 始 着 迷 于 《物理 世界 的 日 然 》 (19280 — B. 
这 是 一 本 三 为 流行 并 极其 影响 力 的 书 ， 由 剑桥 大 学 天 文学 家 亚 僻 - 埃 丁 
顿 历 十 所 著 ， 书 中 探讨 了 相对 论 和 量子 理论 的 新 科学 所 市 来 的 影响 。 阿 
三 同时 和 一 个 名 为 克里斯托弗 :更 科 姆 的 同学 交往 密切 ， 他 和 阿 硅 在 科 
学 和 数学 上 有 大 共 同 的 兴趣 ， 而 且 出 生 在 一 个 比 阿兰 家 更 有 意思 并 菩 具 
科学 气氛 的 家 几 。 克 里 斯 托 弗 的 外 人 祖父 是 约瑟夫 :斯 万 诗 士 ， 他 在 1879 
年 友 明 了 日 炽 困 泡 ， 独 立 于 爱迪生 的 发 明 。 

回想 起 来 ， 阿 兰 : 图 灵 很 可 能 在 那 时 友 现 了 他 的 同性 恋 倾 回 ， 克 里 
斯 托 弗 是 他 的 初恋 。 但 是 没有 任何 迹象 表明 ， 这 两 名 育 午 之 间 友 生 了 号 
体 接 触 ， 他 们 一 起 做 化 学 实验 ， 交 沅 数 学 公式 ， 并 探讨 埃 丁 顿 和 剑桥 大 
学 为 一 位 天 文学 教授 詹姆斯 : 何 贸 士 所 阁 书 中 的 狐 天 文学 和 狐 物理 学 。 

剑桥 大 学 是 有 抱负 的 瑞 国 科学 家 退 未 同 往 之 地 ， 其 在 科学 和 数学 上 
最 享有 盛名 的 学 院 就 是 三 一 学 院 。1929 年 12 月 ， 阿 兰 和 克里斯托弗 花 了 
一 周 的 时 间 到 剑桥 大 学 参加 炎 和 学 金 考 试 ， 一 起 沐浴 在 弗 表 西 斯 -培根 、 
X p* sup. fSUBET vudwrü x su BRAE R S dE TIR 9] EE 
一 周 后 ， 考 试 结果 公布 在 了 《泰晤士 报 》 上 。 阿 兰 没 被 录取 ， 而 元 里 斯 
托 弗 被 录取 了 。 克 里 斯 托 弗 将 前 往 三 一 学 院 ， 而 阿兰 最 大 的 希望 是 能 争 
取 在 下 一 年 入 学 三 一 和 学院 或 者 剑桥 的 其 他 学 院 。 

两 个 月 后 ， 殉 里 斯 托 弗 突然 生病 并 在 一 周 内 去 世 ， 病 因 是 他 小 时 候 
所 感染 的 牛 结核 病 。 他 们 舍 但 恩 的 一 位 旧 日 同窗 在 信 中 写 道 :“ 可 怜 的 
图 灵 因 为 这 个 打击 几乎 骨 尝 ， 他 们 一 定 是 极其 要 好 的 朋友 。”- 一 虽然 阿 
三 :图 姑 也 与 其 他 男人 有 着 更 杀 密 的 性 天 系 ， 但 显然 他 对 克里斯托弗 的 
爱 与 党 拜 是 其 他 人 所 不 能 比 有 的 。 

1930 年 12 月 ， 网 灵 再 次 参加 了 三 一 学 院 的 考试 ， 但 仍然 未 被 录取 。 
他 的 第 二 选择 是 剑桥 大 学 国王 学 院 。 这 一 次 ， 他 决定 专攻 数学 ， 全 心 铬 
WEG. H. 哈代 的 经 典 闭 作 《 纯 数学 教程 》- 驻 (4A Course of Pure 
Mathematics) 备考 ， 这 本 书 在 当时 已 经 是 第 15 版 了 。1931 年 秋 ， 阿 兰 开 
始 了 他 在 剑桥 大 学 国王 学 院 的 学 习 。 

接 下 来 的 一 年 ， 图 灵 研 究 起 一 本 叫做 《量子 力学 的 数学 基础 》 
(Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik) 的 新 书 ， 这 本 书 由 
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曼 置 与 大 卫 : 布 尔 伯 特 在 哥 廷 根 大 学 一 起 共事 。 绝 大 多 数 早期 量子 力学 
的 数学 研究 工作 都 是 在 哥 根 廷 大 学 进行 的 。20 世 纪 30 年 代 ， 汉 : 诡 依 受 
移民 美国 并 在 普林斯顿 大 学 任教 ，1933 年 成 为 普林斯顿 高 等 研究 院 聘 任 
的 泊 批 数学 家 之 一 。 现 在 ， 在 几 个 有 趣 的 地 方 ， 约 畏 : 冯 : 访 依 曼 和 阿兰 : 
图 灵 的 生活 有 J 了 交集 。 

图 灵 与 汉 : 语 依 曼 的 第 一 次 见面 很 可 能 是 在 1935 年 眉 天 ， 当 时 冯 : 访 
依 曼 利 用 在 普林斯顿 大 学 的 工作 假期 来 到 剑桥 大 学 做 关于 允 周 期 函数 的 
iU. Al Ze RAY 3588 DA e 19 AK SER A 26 LIE « 
WEAVER, AROARE TEWE -mL EHAR, De P'E 
右 殉 周期 性 的 等 价 性 ”(Equivalence of Left and Right Almost 
Periodicity， 伦敦 数学 学 会 ，1935) ， 推 广 了 汉 : 诡 依 曼 在 前 一 年 发 表 的 
一 篇 论文 。 

他 们 都 没 想 到 ， 两 人 会 在 次 年 于 新 立 西 州 的 普 林 斯 恩 再 次 相 过 。 

图 灵 对 于 数理 馆 辑 这 一 精妙 深奥 领域 的 兴趣 可 能 开始 于 1933 年 ， 当 
ens a even oe eee Yeni 《数学 哲学 导论 》。 书 的 末尾 写 
AH: 


ON AR A FENNI T MA AT, HETARA 
研究 ， 那 么 这 本 书 束 达到 当时 写作 的 初 囊 了。-2- 
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韦 . 赫 尔 曼 :亚历山大 :纽曼 (1897—1984) ， 其 姓名 缩写 M. H. A.. AS 
更 为 人 熟 和 ， 人 们 品 杀 切 地 称 他 妥 元 斯 。 帮 元 斯 :纽曼 名 声 在 外 的 是 他 
在 组 合 拓扑 方面 的 工作 ， 不 过 他 也 可 能 是 剑桥 大 学 在 数理 逻辑 方面 最 有 
见识 的 人 。 纽 曼 整个 课程 的 高 潮 是 对 哥 德 尔 不 完备 性 定理 的 证 明 。〔( 研 
究 生 水 平 的 数理 逻辑 导论 课程 至 今 仍然 采用 类 似 的 结构 。 ) 

UES, ALS URES tH S RRRA Ee ME Ta) ea. EA 
HERTE, BAL = Pr AL ee’, EY EA FB Ba 
题 ， 并 得 出 该 命题 能 否 被 证 明 的 结论 ? ”了 当然 ， 对 于 ”机 械 过 程 "， 纽 
曼 指 的 不 是 一 台 机 器 。 机 器 也 许 能 够 进行 简单 的 算术 ， 但 几乎 不 能 解决 
实际 意义 上 的 数学 问题 。 纽 受 蜡 指 的 是 后 人 称 为 ”算法 ”的 一 类 过 程 
用 于 解决 某 个 问题 的 一 组 明确 《但 无 意识 的 、 非 智能 的 ) 指令 集 。 图 灵 
开始 研究 判定 性 问题 很 可 能 是 在 1935 年 初夏 。-LL 那 时 ， 他 已 经 获得 了 
剑桥 大 学 奖学金 ， 每 年 300 瑞 镑 。 图 灵 后 来 说 ， 想 到 判定 性 问题 的 解决 
思路 时 ， 他 正 英 在 格 兰 切 斯 特 草坪 上 ， 这 是 剑桥 学 生 很 喜欢 的 一 个 休闲 
场所 ， 距 国 干 学 院 大 约 两 由 里 。 





到 1936 年 4 月 ， 图 灵 把 论文 * 论 可 计算 数 及 其 在 判定 性 问题 上 的 应 
Hmmm pns. 

图 灵 的 论文 采用 了 一 种 不 同 寻 禹 的 数学 证 明 方 法 。 一 开始 ， 他 描述 
了 一 个 虚构 的 可 以 做 一 些 简 单 操 作 的 计算 机 器 。 尽 管 这 个 机 器 很 简单 ， 
但 是 图 灵 上 断言 它 在 功能 上 等 价 于 一 个 进行 数学 运算 的 人 。 他 设置 好 这 些 
机 器 来 计算 数字 。 作 为 示例 ， 图 灵 给 出 的 第 一 台 机 器 可 以 计算 V3 的 二 
进 制 形式 〈.010101...) ， 第 二 人 台 机 需 可 以 计算 一 个 无 理 并 很 可 能 也 是 
超越 数 的 数 〈.001011011101111...) 。 他 说 服 我 们 ， 还 可 以 定义 出 机 器 
来 计算 fr、e 及 其 他 有 名 的 数学 常量 。 图 灵 甚 至 创造 了 一 个 通用 机 器 ， 它 
能 模拟 其 他 任何 一 台 计 算 机 器 的 操作 。 

然而 ， 图 灵机 一 一 这 些 假 想 闭 备 的 后 来 叫 法 一 一 无 法 计算 每 个 实 
数 。 他 设计 的 机 需 只 能 进行 有 限 数量 的 操作 ， 通 过 用 数字 表示 这 些 操 
作 ， 他 指出 每 一 台 机 器 唯一 地 用 一 个 整数 来 描述 ， 我 们 把 这 个 整数 称 关 
摘 述 数 (Description Number) 。 因 此 ， 图 灵机 是 可 数 鸭 ， 可 计算 数 
一 一 图 灵机 可 以 计算 的 数 一 一 也 一 定 是 可 数 的 ， 但 实数 是 不 可 数 的 (从 
康 托 尔 的 证 明 中 可 知 ) 。 可 计算 数 当 然 包 括 代 数 数 ， 而 且 还 包括 fr 和 e 等 
pen cet PN 


图 灵机 也 是 会 出 错 的 ， 我 们 完全 可 以 定义 一 个 根本 不 会 正确 工作 或 
者 不 会 做 任何 有 意义 工作 的 图 天 机 。 图 灵 将 他 定义 的 机 需 分 为 ” 侍 合 要 
求 的 ”和 ?不 符合 要 求 的 ?两 种 。 

由 于 多 元 机 完全 由 摘 述 数 定 义 ， 我 们 也 许 有 可 能 创造 一 侣 这样 的 图 
郝 机 ， 它 能 够 分 析 这 些 摘 述 数 ， 以 确定 茶 一 特定 的 机 需 是 否 是 符合 要 求 
的 。 图 灵 证 明了 这 是 不 可 能 的 : 没有 一 种 判定 图 灵机 是 否 符 合 要 求 的 通 
用 过 程 。 一 合 儿 灵机 可 以 分 析 另 一 人 台 图 灵机 的 唯一 方式 ， 是 一 步 一 步 地 
End 
FATA o 

图 灵机 的 这 些 性 质 也 适用 于 计算 机 程序 。 一 般 情况 下 ， 一 个 计算 机 
程序 不 可 能 分 析 另 一 个 计算 机 程序 ， 除 非 一 步 一 步 地 模拟 它 的 运行 。 

图 元 还 证 明了 ， 我 们 甚至 无 法 定义 图 灵机 去 做 一 些 看 似 商 单 的 事 ， 
例如 确定 男 一 台 机 器 是 否 会 打印 数字 0。 在 其 论文 的 最 后 一 三 (将 在 本 
书 第 三 部 分 讨论 ) ， 图 灵 构 造 了 一 个 数理 逻辑 上 的 命题 ， 它 等 价 于 判定 
一 个 特定 的 图 灵机 是 否 将 会 打印 数字 0。 由 于 他 已 经 得 出 这 样 的 ” 判 
定 ” 是 不 可 能 的 ， 所 以 这 个 命题 在 逻辑 上 是 不 可 证 明 的 ， 因 此 ”判定 性 问 
题 不 可 解 ”( 图 灵 论 文 第 262 页 ， 本 书 263 页 . 
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别人 比 图 灵 捷 足 先 登 了 。 这 通常 意味 着 他 的 论文 不 能 发 表 ， 注 定 要 
Mitts. (ARR ASRR, ARNT RITE, JRH 5B 
的 方法 有 着 很 大 的 差异 。 他 仍然 建议 图 灵 疝 伦敦 数学 学 会 提交 论文 发 
X. (从 发 表 的 论文 看 ， 该 学 会 于 1936 年 5 月 28 日 收 到 它 。) 图 灵 在 5 月 
29 日 给 他 母亲 的 信 上 对 此 做 出 了 解释 : 


BUE. Ame Ve CIN ERE Re, FEMER Br. A 
和 我 做 的 事 相 同 ， 只 是 方法 不 同 。 尽 管 如 此 ， 纽 曼 先生 和 我 党 得 ， 
截然 不 同 的 方法 完全 能 够 让 我 的 论文 得 以 友 表 。 阿 隆 索 : 印 奇 住 在 
普林斯顿 ， 所 以 我 已 经 相当 确定 ， 我 将 去 那里 。-- 


5 月 31 日 ， 妆 克 斯 :纽曼 同时 写 信 给 阿 隆 索 : 印 奇 和 伦 致 数 学 学 会 的 秘 
PK. CARAF, quB: 


TEASER EI YE CHR AT ASH, URE MM SAD TPB” (Calculable 
Numbers) , FJB f 47818 Fee E EY Al XE PE [n] ee TIE IR 
HJ, 1 [n t ee A ee RR AAE A ite hl] 
= AR, MERR RK fave, FCA TREE AN BNE X fnt 
FTA CComputable Numbers) 。 在 他 的 处 理 方法 中 ， 涉 及 一 种 能 
产生 任何 一 个 可 计算 序列 的 机 硕 ， 这 与 你 的 方法 很 不 同 ， 但 看 上 去 
优点 很 多 。 我 觉得 如 果 可 能 ， 明 年 他 应 该 和 你 在 一 起 研究 。 汪 呈 


在 给 伦敦 数学 学 会 秘书 长 F.P. 怀特 的 信 中 ， 纽 曼 写 道 : 


FAIR OAR SA RARER RAE Mo TE Si WE CE 
ROSE ACRI. RE LR Er POT ELEY E] BE x» Bl B) T 
Ak, XUOCSRTETROKREBE E28 5625 th SR VE SC ZR. 

SEWE, SUAE BRERA RINE, AVA EAT 
法 极其 不 同 。 而 且 ， 由 于 这 个 结 朱 非 钊 之 重 要 ， 因 而 我 们 应 该 关注 
AN TAA OTA © EB ay PS aR A ve SCY) x as IUe ZK A I 
随 者 们 研究 了 多 年 的 判定 性 问题 ， 即 找到 一 种 机 械 的 方法 以 判定 一 
行 给 定 的 人 符号 所 表述 的 是 任 是 一 条 可 由 布尔 伯 特 公理 证 明 的 定理 ， 
EA AA en AAR © HH 


图 灵 增 加 了 一 个 附录 ， 主 要 前述 他 的 计算 性 〈Computability) 理念 
和 印 哥 的 “有 效 计 算 性 ”是 等 价 的 。 伦 吾 数 学 学 会 于 1936 年 8 月 28 日 收 到 


这 个 附录 。 

图 灵 的 论文 发 表 在 伦 吝 数学 学 会 1936 年 11 月 和 12 月 的 论文 集 里 
2118 ，1937 年 12 月 发 表 了 二 站 一 份 三 页 纸 的 修订 稿 。 阿 隆 索 : 印 奇 在 1937 
年 5 月 的 《符号 逻辑 杂志 》 (Journal of Symbolic Logic) 中 针对 这 篇 论文 
写 了 一 扁 只 有 四 段 的 评论 ， 其 中 与 道 : “一 位 持 有 铅笔 、 纸 和 一 串 明 确 
HOWARTH SE, WOR AoE PHA RAL. "Pine Cm EX 
NL? — id fc aC ST . 
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灵 构 想 的 这 一 类 新 的 数 。 
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ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO THE 
ENTSCHEIDUNGSPROBLEM 
By A. M. Turina. 


[Received 28 May, 1936. -- Read 12 November, 1936. ] 
The “computable” numbers may be described briefly as the real numbers 
whose expressions as a decimal are calculable by finite means. 


论 可 计算 数 及 其 在 判定 性 问题 上 的 应 用 
A. M. Turing 
[1936 年 5 月 28 日 收 到 。1936 年 11 月 12 日 审 完 。] 
可 计算 数 可 以 被 简单 描述 为 其 小 数 表 达 陈 可 在 有 限 步 又 内 计算 
出 来 的 实数 。 


图 灵 只 考虑 实数 集 ， 他 指出 ， 可 计算 数 是 实数 集 的 一 个 子 集 ， 这 也 
意味 着 存在 一 些 不 可 计算 的 实数 。 当 然 ， 这 一 点 并 不 显然 。 

对 于 “小 数 表 达 式 ”， 图 灵 意 指 13 应 该 表示 为 0.33333...，T 应 该 计算 
成 3.14159...， 这 在 看 起 来 与 他 的 “有 限 步 又 ”这 一 理念 相 冲 突 。 显 然 ， 我 
们 永远 不 能 真正 算 完 1/3 或 r 的 小 数 。 然 而 ， 在 图 灵 的 论文 中 , “步骤 ?并 
不 是 指 确 定数 位 的 实际 过 程 ， 而 是 指 确 定数 位 的 方法 。 用 诸如 “下 一 位 
是 4， 下 一 位 是 7， 下 一 位 是 0......” 的 方法 ， 显 然 可 以 计算 任何 实数 ， 但 
这 不 是 一 个 有 限 的 方法 。1/3 和 nt 都 可 以 用 一 套 算法 计算 出 来 (其 中 一 个 
的 算法 更 简单 一 些 ) ， 我 们 计算 它们 所 采用 的 步 双 (长 除法 或 更 复杂 的 
方法 ) 只 用 到 有 限 数 量 的 规则 。 


Although the subject of this paper is ostensibly the computable numbers, 
it is almost equally easy to define and investigate computabl functions of 
an integral variable or a real or computable variable, computable 
predicates, and so forth. The fundamental problems involved are, 
however, the same in each case, and I have chosen the computable 
numbers for explicit treatment as involving the least cumbrous 
technique. I hope shortly to give an account of the relations of the 
computable numbers, functions, and so forth to one another. This will 
include a development of the theory of functions of a real variable 
expressed in terms of computable numbers. 


FR AAS B EAE AS ve CIE] Eee ATP, (Ae AE MR A DH 
几乎 相同 的 方法 定义 和 研究 关于 整数 变量 ， 或 者 实数 、 可 计算 数 变 
量 的 可 计算 函数 ， 可 计算 谓词 等 ， 每 种 情况 下 涉及 的 基本 问题 都 一 
样 。 我 选择 可 计算 数 进 行 共 体 的 研究 ， 是 因为 它 所 涉及 的 拉 术 细 市 
最 简 早 。 我 希望 可 以 很 快 束 给 出 可 计算 数 、 可 计算 函数 等 之 间 的 天 
系 ， 这 将 包括 一 僚 用 可 计算 数 表示 实 变 函数 的 理论 。 


图 元 并 未 按 其 论文 说 的 继续 写 下 去 。 哥 德尔 也 打算 续 写 目 己 天 于 不 
完备 性 的 兰 名 论文 ， 长 至 预先 在 标题 里 加 了 罗马 数字 工 ， 但 他 从 未 写 过 
续 扁 ， 因 为 他 的 论文 很 快 融 补 接受 了 ， 超 出 了 他 的 预想 。 图 元 则 十 因为 
后 来 开始 关注 其 他 事情 了 。 

图 灵 用 下 面 这 人 句 陈 述 总 结 了 论文 的 第 一 段 。 


According to my definition, a number is computable if its decimal 
can be written down by a machine. 


根据 我 的 定义 ， 如 果 一 个 数 的 小 数 形式 可 以 被 机 器 写 下 来 ， 那 
么 它 就 是 可 计算 的 。 


在 1936 年 ， 这 样 的 说 法 非常 可 怪 ， 因 为 当时 并 不 存在 一 般 意义 上 图 
灵 所 要 求 的 那 种 机 妖 。 n 


图 灵 很 可 能 知道 殉国 数学 家 奏 尔 期 : 巴 贝 奇 (1791—1871) 的 一 些 


Prt. ENEA ttt S NANN” (Difference Engine) 用 来 计算 对 
数 表 ， 然 后 大 约 在 1833 年 放弃 了 这 个 项 目 ， 转 而 研究 一 种 更 像 通用 计算 
机 的 “分 析 机 ”(Analytical Engine) 。 巴 贝 奇 也 曾 在 剑桥 工作 ， 其 未 完成 
的 机 器 上 的 零件 在 肯 辛 顿 的 科学 博物 馆 展 出 过 。 不 过 ， 图 灵 似 平一 点 都 
未 受到 巴 贝 奇 的 概念 或 术语 的 影响。 

图 灵 可 能 知道 微分 分 析 仪 (Differential Analyzer) ， 也 可 能 不 知 
道 。 自 1927 年 起 ， 万 尼 瓦 尔 :布什 (1890—1974) 和 他 在 MIT 的 学 生 开始 
研制 这 台 机 器 。 但 是 ， 这 个 模拟 的 〈 非 数字 式 的 ) 计算 机 主要 用 来 解决 
工程 应 用 中 的 微分 方程 。 从 数学 或 工程 角度 来 讲 ， 图 灵 或 许 会 对 这 台 机 
器 感 兴趣 ， 不 过 这 人 台 机 器 并 不 能 为 这 一 特定 问题 提供 很 大 帮助 。 

很 难 想象 在 20 世 纪 30 年 代 中 期 ， 图 灵 如 何 能 知道 其 他 的 早期 计算 机 
TA. AMARA PANS LER YA He Fe (1910—1995) BH 
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(1904—1995) 曾 利 用 他 从 贝尔 实验 室 拿 回 家 的 一 些 电话 继电器 拱 接 二 
进 制 加 法 右 ， 不 过 这 已 经 是 1937 年 图 灵 论 文 发 表 之 后 的 事情 了 。 也 是 在 
1937F, WARK SURE ee A (1900—1973) 开始 探索 目 动 计 
算 ， 从 而 促使 哈佛 大 学 与 BM 合作 ， 创 造 了 哈佛 马克 一 型 计算 机 
(Harvard Mark I) 。 + 

这 个 时 期 ， 在 解雇 可 计算 性 问题 和 和 希 尔 伯 特 的 判定 性 问题 的 先驱 
中 ， 图 灵 是 其 中 之 一 ， 其 余人 包括 阿 隆 过 :好 奇 、 埃 米尔 :波斯 特 (1897 
—1954) 、 斯 蒂 芬 . 克 莱 尼 (1909—1994) 。- 上 了 22 在 20 世 纪 30 年 代 中 期 研 
究 上 自动 计算 的 那些 人 里 ， 图 灵 也 算 其 一 。 

图 灵 总 结 了 出 现在 论文 后 面 章 节 中 的 部 分 结论 ， 他 写 道 : 


In $89, 10 I give some arguments with the intention of showing that 
the computable numbers include all numbers which could naturally be 
regarded as computable. In particular, I show that certain large classes of 
numbers are computable. They include, for instance, the real parts of all 
algebraic numbers, the real parts of the zeros of the Bessel functions, the 
numbers 71, e, etc. 


在 89、8$10 中 ， 我 会 给 出 一 些 论证 ， 说 明 可 计算 数 也 包括 那些 
理 当 被 认为 是 可 计算 的 数 。 特 别 地 ， 我 会 指出 有 几 大 类 的 数 都 是 可 
计算 的 ， 例 如 所 有 代数 数 的 实 部 、 贝 塞 尔 函 数 零 点 的 实 部 、 数 r 和 
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“ 理 当 个 认 为 是 可 计算 的 数 * 束 是 人 们 实际 生活 中 计算 的 ， 并 且 和 存在 
相应 算法 的 数 。 图 灵 根 本 不 层 提 及 所 有 的 有 理 数 都 是 可 计算 的 ， 因 为 这 
是 显而易见 的 。 他 很 快 便 把 代数 数 也 加 进 了 可 计算 数 的 行列 〈 他 认为 只 
有 代数 数 的 实 部 符合 要 求 ， 因 为 代数 方程 的 解 有 可 能 有 实 部 和 虚 部 两 部 
分 ， 而 他 已 经 限制 了 可 计算 数 为 实数 ) 。 

图 灵 断 言 了 代数 数 是 可 计算 数 ， 随 后 开始 在 超越 数 领域 讨论 这 一 问 
题 。 不 过 ， 他 说 只 有 某 些 超 越 数 是 可 计算 的 。 贝 寨 尔 函数 是 符 定 形式 的 
微分 方程 的 解 。 零 点 束 是 函数 取 值 为 0 的 点 。 它 们 曾 锐 刊印 成 表 ， 因 此 
被 认为 是 可 计算 的 。〔 现 在 ， 需 要 用 这 些 数 时 ， 一 般 可 以 用 计算 机 程序 
来 计算 。) 虽然 图 灵 没 有 提 到 ， 但 三 角 函 数 和 对 数 函 数 的 一 般 取 值 都 是 
超越 数 ， 这 些 数 也 是 可 计算 数 。 同 样 ，T、e 等 种 数 也 如 此 。 
| ERI e ETENIM fW up ESO ERI 
实数 一 样 了 。 


The computable numbers do not, however, include all definable 
numbers, and an example is given of a definable number which is not 
computable. 


尽管 如 此 ， 可 计算 数 并 不 完全 包括 所 有 可 定义 的 数 ， 我 们 将 给 
出 一 个 可 定义 的 却 不 可 计算 的 数 。 


我 们 就 先 在 这 儿 留 下 一 个 悬念 吧 。 到 时 候 图 灵 将 定义 一 个 他 《以 及 
{EN DLAs) 不 能 计算 的 数 。 
现在 ， 图 录 谈 及 了 实数 与 可 计算 数 之 间 基 寞 的 关键 。 


Although the class of computable numbers is so great, and in many 
ways similar to the class of real numbers, it is nevertheless enumerable. 


尺 官 可 计算 数 如 此 之 多 ， 并 且 在 很 多 方面 与 实数 相似 ， 但 它 古 
"TAI. 


可 计算 数 是 可 数 的 。 可 计算 数 的 可 数 性 显示 了 它们 与 实数 的 不 同 ， 
因为 实数 是 不 可 数 的 。 


In $8 I examine certain arguments which would seem to prove the 
contrary. By the correct application of one of these arguments, 
conclusions are reached which are superficially similar to those of 
Gödel". 

t Gödel, “Über formal unentscheidbare Sätze der Principia 
Mathematica und verwandter Systeme, I” Monatshefte Math. Phys., 38 
(1931), 173-198. 


在 88 中 ， 我 将 仔细 考察 几 个 论证 ， 它 们 似乎 能 证 明 出 与 此 相反 
的 结论 。 正 确 地 应 用 其 中 的 某 个 论证 ， 可 以 得 到 与 哥 德 尔 的 结论 1 
大 致 相似 的 结论 。 

1 参见 Godel,“Uber formal unentscheidbare Sätze der Principia 
Mathematica und verwandter Systeme, I”, Monatshefte Math. Phys., 
38 (1931) , 173-198. 


这 就 是 著名 的 哥 德 尔 不 完备 性 定理 。 注 意 ， 图 灵 的 脚注 引用 的 是 哥 
德尔 论文 的 德 文 标题 ， 灭 文 译本 直到 1962 年 才 出 版 。 


These results 
[231] 
have valuable applications. In particular, it is shown (811) that the 
Hilbertian Entscheidungsproblem can have no solution. 


这 些 结 来 的 应 用 价值 很 大 。 特 列 地 ， 它 表明 项 尔 伯 特 的 判定 性 
问题 是 无 解 的 (8§11) 。 


这 是 接 下 来 的 18 页 论文 中 最 后 一 次 提 人 到 布尔 伯 特 。 
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In a recent paper Alonzo Church’ has introduced an idea of 
"effective calculability", which is equivalent to my “computability”, but 


is very differently defined. Church also reaches similar conclusions 
about the Entscheidungsrproblem*. The proof of equivalence between 
“computability” and “effective calculability" is outlined in an appendix 
to the present paper. 

* Alonzo Church, *An unsolvable problem of elementary number 
theory”, American J. of Math., 58 (1936), 345-363. 

+ Alonzo Church, “A note on the Entscheidungsproblem”, J. of 
Symbolic Logic, 1 (1936), 40-41. 


阿 隆 索 - 印 奇 在 其 近期 的 论文 中 1 引入 了 “有 效 可 计算 
性 ”(effective calculability) 的 概念 ， 这 和 我 的 “可 计算 
PE” (computability) 古 等 价 的 ， 但 定义 方式 十 分 不 同 。 邢 奇 也 束 判 
定性 问题 得 出 了 相同 的 结论 :。 天 于 “可 计算 性 “和 ”有 效 可 计算 性 “的 
等 价 性 证 明 将 在 本 文 的 附录 中 给 出 。 

1 参见 Alonzo Church, “An unsolvable problem of elementary 
number theory”, American J. of Math., 58 (1936) , 345-363. 

t Z2: W,Alonzo Church, “A note on the Entscheidungsproblem”, J. 
of Symbolic Logic, 1 (1936) , 40-41. 


这 是 图 灵 的 论文 ， 接 下 来 的 28 页 中 最 后 一 次 提 到 判定 性 问题 。“《 牛 
津 英语 字典 (第 2 版 )》 指 出 ， 除 了 1889 年 的 一 本 字典 ， 上 述 文字 首次 
使 用 了 “可 计算 性 ”一 词 。 自 那 之 后 ，30 多 本 书 的 书 名 中 使 用 了 “可 计算 
性 ”， 第 一 本 书 是 蕊 丁 : 戴 维 斯 的 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》， 由 McGraw- 
Hill 出 版 社 于 1958 年 出 版 。 

图 灵 的 论文 有 11 节 ， 第 1 节 现 在 开始 。 


1. Computing machines. 

We have said that the computable numbers are those whose 
decimals are calculable by finite means. This requires rather more 
explicit definition. No real attempt will be made to justify the definitions 
given until we reach 89. For the present I shall only say that the 
justification lies in the fact that the human memory is necessarily 
limited. 


1. ABUS 
我 们 已 经 提 到 ， 可 计算 数 是 那些 小 数 表 达 式 可 以 通过 有 限 步 又 
计算 出 来 的 数 。 这 一 概念 需要 更 加 明确 的 定义 。 在 89 之 前 ， 我 们 不 
会 真正 尝试 证 明 这 个 定义 的 合理 性 。 就 目前 而 言 ， 我 只 能 说 ， 合 理 
性 的 证 明 依 赖 于 人 类 记忆 的 有 限 性 。 


图 元 曾 说 可 计算 数 吏 是 那些 可 以 被 机 喜与 下 来 的 数 ， 而 现在 义 用 人 
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图 灵 最 初次 ， 可 计算 数 是 可 以 通过 有 限 步 又 计算 出 来 的 ， 当 时 听 看 
确实 很 有 进 理 。 但 是 ， 现 在 他 要 通过 人 类 思维 的 有 限 性 来 解读 它 ， 这 整 
提出 了 关于 数学 真实 性 的 本 质问 题 。 我 们 称 实数 为 “ 实 ” 数 ， 尺 官 事实 上 
绝 大 多 数 的 数 从 没有 人 见 过 。 此 外 ， 图 姑 还 将 在 论文 中 指出 ， 大 部 分 实 
数 都 不 能 通过 有 限 的 算法 计算 出 来 。 实 数 究竟 在 什么 意义 上 存在 呢 ? 这 
是 个 次 学 问题 ， 对 此 ， 图 录 也 只 是 在 其 论文 的 修订 版 中 模糊 地 所 及 见 
本 书 第 16 章 )。 

人 类 思维 的 状态 是 离散 的 。 扼 此 ， 图 灵 将 人 与 机 货 天 联 了 起 来 。 


We may compare a man in the process of computing a real number 
to a machine which is only capable of a finite number of conditions q,, 
də «++» Gp Which will be called *m-configurations". 


我 们 可 以 将 一 个 正在 进行 实数 计算 的 人 比 作 一 台 只 能 处 理 有 限 
种 情况 qj, Gos Q5... 9 的 机 各 ， 这 些 情况 称 为 “m- 格 局 ”。 


这 里 ，m 代 表 机 器 (machine〉， 一 台 机 占有 有 限 个 格局 ， 并 根据 
当前 格局 做 不 同 的 事情 。 更 现代 的 术语 则 是 状态 〈state) ， 后 来 图 灵 引 
用 “思维 状态 ”来 类 比 这 些 机 器 状态 。 举 个 例子 ， 一 人 台 人 简单 的 洗衣 机 有 注 
水 、 洗 深 、 深 洗 、 甩 干 四 个 状态 。 作 长 除法 同样 也 涉及 一 系列 不 同 的 大 
脑 格 局 或 者 思维 状态 : “现在 要 作 乘 法 “现在 要 作 减 法 “现在 要 佑 
DL? A Las PIS Fe SE by Ee ED BIB ASR EID), ea EL ih Be 
的 方式 进行 。 


The machine is supplied with a “tape” (the analogue of paper) 


running through it, and divided into sections (called *squares") each 
capable of bearing a “symbol”. 
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图 灵 说 这 种 纸 带 “可 以 与 纸 类 比 ”"， 因 为 人 束 是 在 纸 上 计 算数 字 的 。 
图 灵机 中 的 纸 带 往往 被 想象 成 真 的 纸 市 ， 但 如 果真 要 构建 一 台 图 灵机 ,， 
那么 这 张 纸币 或 许 会 是 上 了 位 的 ， 或 者 仅仅 是 计算 机 内 存 中 的 一 块 。 

人 类 通常 使 用 二 维 的 纸张 ， 而 图 灵 限 制 他 的 机 器 只 能 用 分 成 一 格 一 
格 的 一 维 纸 禹 。 方 格 中 的 字符 可 以 是 十 进 制 的 0 到 9， 或 者 可 以 包括 字母 
表 中 所 有 的 瑞 文 字母 ， 抑 或 键盘 上 的 所 有 95 个 字符 。 (正如 你 将 看 到 
的 ， 图 灵 其 至 允许 一 个 “和 从 写 ” 包 含 多 个 字 从 。) 

为 了 在 这 一 节 论 文中 表示 这 些 符 号 ， 图 灵 使 用 了 大 与 的 德 文 哥 特 式 

e 

字体 S〈 意 指 “symbol”) ， 它 看 起 来 是 这 样 的 : 。 你 将 不 止 一 次 看 
到 这 个 从 号 。 


At any moment there is just one square, say the r-th, bearing the 
e 


symbol (r) which is *in the machine". 


ON 
企 何 时 刻 ， 只 有 一 个 方 格 ， 比 如 说 第 "个 ， 它 里 边 的 符号 V 
(是 “在 机 器 里 ”的 。 


这 里 ， 图 灵 假 设 纸 带 的 方 格 可 以 通过 编写 来 识别 。 例 如 (3451) 
代表 纸 带 第 3451 个 方 格 上 的 符 写 。 如 果 那 个 方 格 中 包含 字符 “A”， 那 么 


> 
M (3451) 就 是 “A”。 但 是 严格 地 说 ， 纸 带 的 方 格 并 没有 被 编号 ， 机 器 
Elem Gu. JH SAY HE 
ud 
图 姑 说 ， 在 任何 时 候 ， 纸 市 上 只 有 一 个 方 格 “ 在 机 旧时 "并 可 以 被 
DIES SETUP 


We may call this square the “scanned square". The symbol on the 
scanned square may be called the “scanned symbol”. The “scanned 
symbol" is the only one of which the machine is, so to speak, "directly 
aware”. 


RATE ARRANI hd. FST EN PS E AR 
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知 ” 的 他 号 。 


机 玲 不 能 一 次 “看 到 ?你 个 纸 市 ， 它 每 次 只 能 “看 ? 纸 市 中 的 一 个 方 


However, by altering its m-configuration the machine can 
effectively remember some of the symbols which it has “seen” 
(scanned) previously. 


尽管 如 此 ， 通 过 调 Tm- 格 局 ， 机 硕 可 以 有 效 地 记 住 之 前 “看 
到 ”《〈 扫 摘 ) 的 字符 。 


一 合 机 天 可 以 从 一 种 m- 格 局 转换 到 万 一 种 m- 格 局 ， 这 走 由 当前 的 
扫 揪 从 决定 的 。 例 如 ， 在 特定 的 m- 格 局 qsy P WRAT EA”, C 
能 转换 到 m- 格 局 qj;; 如 果 扫 接 从 是 “B”， 它 可 能 转换 到 m- 格 局 qj,。 
此 ，m- 格 局 qj; 束 “ 知 轧 ”前 一 个 扫 拍 行为 “A”，m- 格 局 qjs 束 知 道 前 一 个 
FARTS AB”. 这 并 不 完全 正确 ， 其 他 格局 也 可 能 转换 到 q,; 和 q,;3， 但 


TE ML as HU CV AIRES qqa MARN ZANT SARS, M 
而 可 以 继续 工作 下 去 。 ) 


The possible behaviour of the machine at any moment is 
e 


= 

determined by the m-configuration q, and the scanned symbol NE (r). 
CX 

This pair q,, (r) will be called the “configuration” thus the 

configuration determines the possible behaviour of the machine. 


机 器 在 任何 时 候 可 能 的 行为 都 是 由 当前 的 m- 格 局 q, 和 扫描 符 


S S 
“(决定 的 。 这 对 9 与 Ww ( 门 的 组 合 称 为 “格局 ”。 因 此 ， 格 局 
决定 了 机 器 可 能 的 行为 。 


m- 格 局 可 以 是 q,、9; 和 等 ， 当 mm- 格 局 与 一 个 扫描 和 从 配对 时 ， 图 姑 人 简 早 
地 称 之 为 格局 (configuration) 。 

图 灵 已 经 上 暗示， 机 器 会 根据 扫描 符 在 m- 格 局 之 间 的 切换 。 这 个 机 器 
还 能 做 些 其 他 什么 呢 ? 能 做 的 并 不 多 。 


In some of the configurations in which the scanned square is blank (i.e. 
bears no symbol) the machine writes down a new symbol on the scanned 
Square: in other configurations it erases the scanned symbol. The 
machine may also change the square which is being scanned, but only 
by shifting it one place to right or left. 


在 某 些 格局 里 ， 扫 描 格 为 空 〈 即 里 边 没 有 符号 ) ， 机 器 会 在 这 
个 扫 拍 格 与 下 一 个 新 的 符号 ， 在 其 他 格局 中 则 会 探 除 这 个 扫 拍 符 。 
机 幽 也 可 以 改变 正和 极 扫 摘 的 方 覆 ， 但 只 能 移 到 元 边 或 右边 一 格 。 
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In addition to any of these operations the m-configuration may be 
changed. Some of the symbols written down 
[232] 
will form the sequence of figures which is the decimal of the real 
number which is being computed. The others are just rough notes to 
“assist the memory”. It will only be these rough notes which will be 
liable to erasure. 


除了 这 些 操 作 外 ，m- 格 局 也 可 能 会 变化 。 有 一 部 分 写 下 的 符号 
将 组 成 一 串 数字 序列 ， 即 被 计算 实数 的 小 数 表达 ; 万 一 部 分 则 是 用 
来 “协助 记忆 ”的 草 稳 。 只 有 这 些 章 稳 才 可 以 个 擦 际 。 


因为 图 灵 布 望 他 的 机 器 能 计算 数 ， 因 此 机 桥 震 要 打印 出 数字 ， 并 日 
一 般 情 况 下 ， 要 打印 一 个 无 限 长 的 数字 序列 。 为 了 帮助 这 个 过 程 本 丑 顺 
利 进 行 下 去 ， 机 占 可 能 需要 把 纸 市 的 一 部 分 作为 某 种 便 竹 来 使 用 。 

图 灵机 是 什么 样子 的 呢 ? 你 可 以 想象 一 些 模样 古怪 的 机 峰 多 ， 不 过 
更 好 的 方法 则 是 去 照 照 镜子 。 正 如 一 部 彰 名 科 弥 影片 的 高 测 芍 所 
o ed 以 一 种 非常 受 限 却 又 十 分 精确 的 方式 进行 算法 
运算 的 人 。 





It is my contention that these operations include all those which are 
used in the computation of a number. 


我 的 观 后 是 : 这 些 操作 包括 了 在 计算 数字 中 用 到 的 所 有 拘 作 。 
也 融和 是 次 ， 人 在 计算 数字 中 用 到 的 所 有 操作 。 如 条 你 觉得 这 人 台 机 从 


缺少 一 些 基 本 的 算术 运算 ， 比 如 加 法 或 减法 ， 那 你 说 得 一 点 没 错 。 加 法 
运算 和 减法 运算 没有 内 建 在 图 灵机 里 。 不 过 ， 只 要 有 了 正确 的 格局 ， 和 图 
灵机 便 可 以 执行 相应 的 算术 运算 。 


The defence of this contention will be easier when the theory of the 
machines is familiar to the reader. In the next section I therefore proceed 
with the development of the theory and assume that it is understood 


what is meant by “machine”, “tape”, “scanned”, etc. 


读者 熟悉 这 一 机 器 理论 后 ， 将 会 更 容易 理解 我 的 这 一 观点 。 因 
此 ， 下 一 节 我 将 开始 探讨 这 一 理论 ， 假 设 你 已 经 知道 了 “机 
器 "“ 纸 带 "、“ 扫 描 ” 等 词 的 含义 。 


大 家 或 许 已 经 准备 好 要 看 一 些 真 正 的 机 各 了 ， 但 图 灵 还 不 想 让 我 们 
如 愿 ， 他 想 和 完 抛 出 一 些 定义 。 


2. Definitions. 

Automatic machines. 

If at each stage the motion of a machine (in the sense of 81) is 
completely determined by the configuration, we shall call the machine 
an “automatic machine” (or a-machine. ) 

For some purposes we might use machines (choice machines or c- 
machines) whose motion is only partially determined by the 
configuration (hence the use of the word “possible” in $1). 


2. x 
目 动 机 
如 果 机 器 在 每 一 阶段 的 动作 (在 $1 的 意义 下 ) 完全 由 格局 所 决 
定 ， 我 们 称 这 样 的 机 器 为 “自动 机 ”( 或 a- 机 器 〉。 
我 们 也 可 能 出 于 某 些 目的 ， 使 用 那些 格局 只 能 部 分 决定 动作 的 
机 右 〈 选 择机 或 c- 机 需 ) 。 因此， 我 们 在 8$1 里 用 了 “可 能 ”一 
词 。) 


IAS Jey MR] RE Lae TT AI CAS 32861920 , ARR 
ire bas A RERIT” > FT AINSI n] We AEE, LATE EEN LAS 
中 ， 行 为 会 因 人 的 交互 动作 《机 天 之 外 的 “操作 者 ”) 而 改变 。 


When such a machine reaches one of these ambiguous 
configurations, it cannot go on until some arbitrary choice has been 
made by an external operator. This would be the case if we were using 
machines to deal with axiomatic systems. In this paper I deal only with 
automatic machines, and will therefore often omit the prefix a-. 


HKN — BALES IA BE Re EP eT, RIEA LAS P SE 
作者 给 出 选择 ， 否 则 它 不 会 继续 工作 。 我 们 用 机 器 来 处 理 公 理 系统 
gn 

AI a-o 


图 灵 对 自动 机 和 选择 机 的 划分 ， 某 种 程度 上 使 我 们 联想 到 划分 程序 
的 一 个 传统 方法 将 程序 分 为 批 处 理 的 和 交互 式 的 。 现 在 ， 我 们 进行 交 
互 计算 的 经 历 如 此 之 多 ， 以 至 于 可 能 会 忘记 仍然 有 许多 不 需要 等 待 用 户 
的 键盘 输入 和 鼠标 点 击 就 能 运行 的 计算 机 程序 。 

选择 机 虽然 可 能 很 有 趣 ， 但 是 它们 在 图 灵 的 论文 中 无 足 轻重 。 图 录 
论文 中 自动 机 的 行为 完全 由 其 自身 的 格局 决定 ， 


Computing machines. 

If an a-machine prints two kinds of symbols, of which the first kind 
(called figures) consists entirely of 0 and 1 (the others being called 
symbols of the second kind), then the machine will be called a 
computing machine. 


计算 机 器 

如 果 一 台 自 动机 〈a- 机 器 ) 打印 两 种 符号 ， 第 一 类 符号 CON 
数字 ) 完全 由 0 和 1 组 成 其 他 符号 称 为 第 二 类 符号 ) ， 那 么 这 样 的 
机 器 就 称 为 计算 机 器 . 


在 展示 样机 之 前 ， 图 灵 就 已 经 把 机 器 限制 为 只 打印 数字 0 和 1， 这 也 
是 用 来 表示 二 进 制 数 加 的 两 个 数字 。 使 用 二 进 制 数 是 明智 之 举 ， 但 这 一 
点 对 于 1937 年 的 大 多 数 读 者 来 说 远 没 有 我 们 今天 所 想 的 那么 显而易见 。 
jL5jf&ü-E. 香农 (1916—2001) 在 其 1937 年 麻 省 理工 学 院 的 硕士 论文 
《继电器 与 开关 电路 的 符 写 分 析 》 中 摘 述 了 电路 与 布尔 代数 的 等 价 性 ， 
他 一 定 很 推 梁 选 择 二 进 制 。 但 在 早期 的 计算 机 中 使 用 三 进 制 并 不 普遍 ， 
尽管 康 拉 德 : 楚 泽 使 用 了 了 二进制 ， 但 艾 肯 和 斯 带 比 兹 的 机 器 都 是 基于 十 
进 制 的 ，ENIAC (1943—1945) 也 是 一 台 十 进 制 机 器 。 直 到 香农 1948 年 
HJ— R8 VO SCP, bit (比特 ，binary digit 的 缩写 ) 一 词 才 首次 出 现 。 

图 灵 并 不 打算 论证 在 其 机 器 中 使 用 二 进 制 数 的 合理 性 ， 使 用 它 的 好 
处 直到 论文 的 第 245 页 (本 书 第 146 页 ) 才 显 现 出 来 。 但 为 了 让 大 家 尽快 
放下 这 些 疑 问 ， 我 将 在 下 一 章 比 较 一 些 简单 的 二 进 制 机 器 和 十 进 制 机 
m 


If the machine is supplied with a blank tape and set in motion, starting 
from the correct initial m-configuration, the subsequence of the symbols 
printed by it which are of the first kind will be called the sequence 
computed by the machine. 


如 果 给 机 器 装 上 空白 纸 带 ， 并 且 从 正确 的 初始 m- 格 局 开始 运 
续 ， 半 么 机 器 打印 出 的 第 一 类 符号 组 成 的 了 序列 就 叫做 "机器 计 算 
TE". 


一 台 闻 有 至 日 纸 市 的 机 带 开 始 运作 ， 打 印 出 0 和 1《 第 一 类 符号 ) 以 
及 其 他 的 符号 《第 二 类 人 符号) 。 这 些 0 和 1 组 成 了 计算 出 的 序列 。 图 灵 将 
计算 出 的 序列 与 计算 出 的 数 区 分 开 来 了 。 


The real number whose expression as a binary decimal is obtained 
by prefacing this sequence by a decimal point is called the number 
computed by the machine. 


在 这 个 序列 的 最 前 面 加 上 一 个 十 进 制 小 数 点 Cdecimal 
point) ， 并 把 它 当 作 一 个 二 进 制 小 数 (binary decimal) ， 上 所 得 的 实 
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某 种 程度 上 ， 这 人 句 话 读 起 来 有 点 费力 ， 因 为 里 面 的 术语 并 不 完全 正 
人 硝 。 但 是 ， 我 们 需要 原谅 图 灵 用 词 的 混淆 ， 因 为 那 时 的 人 们 根本 不 习惯 
讨论 二 进 制 数 。 即 便 在 今天 ， 那 些 熟 悉 二 进 制 的 人 一 般 也 不 普 于 面 对 二 
进 制 小 数 。 TD 器 设 为 科学 模式 也 没有 用 : 把 一 个 数 


转 成 二 进 制 时 ， 它 会 直接 去 挥 小 数 部 分 。 


“十 进 制 |， iy See ‘decimal’ ;是 从 拉丁 文 的 “ten” 演 变 而 来 的 ， 这 个 早 词 


的 使 用 仪 限 于 十 进 制 数 。 下 面 是 十 进 制 小 数 : 


as 

.D 

.75 
十 进 制 小 数 点 (decimal point) 把 整数 部 分 〈 如 果 有 的 话 ) 和 小 数 部 分 
AFE 

"ia 进 制 表示 为 : 

T 


.11 
ABA za ze PE re EN DBL, SEES EDA RA BER DSU Cbinary 


point ) 


— Aye at Hl] BLA RE HY TAR 
LKF — BESIDE BM eT ill AP BA 1/2 
0148 25 T 2? 89V 1/4 
0017 2? 92k 1/8 
.0001 是 24 或 者 1/16 
.00001 是 2 或 者 1/32 
竺 等 ， 因 此 二 进 制 数 .10101 就 是 : 
1x2:14-0x27^-1x2?-0x2^-1x2^ 
么 与 或 许 看 看 更 清楚 : 
i O d. l 
一 十 一 十 一 十 


248 16 32 
SHUT DXESITI21/328t ff. 65625。 和 十 进 制 中 一 样 ， 许 多 
部 分 也 是 循环 的 。 下 和 面 是 1/3 的 二 进 制 表 示 : 
.01010101.. 
2/3 是 : 


正如 二 进 制 整数 部 分 的 每 一 位 上 的 数字 代表 2 的 宗 ， 小 数 部 分 的 每 


二 进 制 的 小 数 


.10101010... 
关 似 地 : 

1/5 是 .001100110011... 

2/5 是 .011001100110... 

3/572 .100110011001... 

4/5 是 .110011001100... 

图 灵 的 措 词 更 加 准确 :“ 在 这 个 序列 的 最 前 面 加 上 一 个 十 进 制 小 数 
5i (decimal point) ， 并 把 它 当 作 一 个 二 进 制 小 数 (binary decimal) ， 
BRAS SEBO AW Las a a.” 

趁 现 在 还 在 解释 这 块 ， 我 们 来 进一步 审视 这 人 句 话 :“ 用 机 器 计算 出 
来 的 数 是 一 个 以 二 进 制 小 数 点 开头 的 序列 表达 出 来 的 二 进 制 小 数 。?” 

例如 ， 如 采 有 一 人 台 图 灵 计 算 机 器 只 打印 出 一 个 0 和 一 个 1， 没 有 其 他 
"ET ASA LAST EYP EE 


01 
rg “ALAS VEA ER YB a aE NA mt NBC FSA EY Fl 

01 
这 就 是 1/4 的 二 进 制 形式 。 

因为 二 进 制 小 数 点 总 是 位 于 计算 出 的 序列 之 前 ， 所 以 图 灵 的 机 需 将 
AS 
究 可 数 性 了 。 


At any stage of the motion of the machine, the number of the 
scanned square, the complete sequence of all symbols on the tape, and 
the m-configuration will be said to describe the complete configuration 
at that stage. 


在 机 融 运 转 中 的 任何 阶段 ， 被 扫 拍 方 格 的 标号 、 纸 市 上 所 有 符 
写 构 成 的 序列 以 及 m- 格 局 ， 共 同 插 述 了 这 个 阶段 的 完全 格局 。 


这 尽 图 录 从 不 同 角 度 讨论 这 些 机 各 时 出 现 的 “格局 ”一 词 的 第 三 种 用 
法 ， 将 它们 理 消 楚 古 很 午 要 的 : 
) m- 格 局 是 机 占有 的 一 种 状态 ; 
) 格局 由 一 个 m- 格 局 和 一 个 扫 手 从 组 成 ; 
) 完全 格局 是 整个 纸 市 在 东 一 时 刻 的 “快照 ”， 加 上 当前 的 m- 格 局 及 读 
BAW ME 


The changes of the machine and tape between successive complete 
configurations will be called the moves of the machine. 
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的 “移动 ”。 


下 面 两 个 定义 在 论文 的 后 面 才 用 到 ，。 


[233] 

Circular and circle-free machines. 

If a computing machine never writes down more than a finite 
number of symbols of the first kind, it will be called circular. Otherwise 
it is said to be circle-free. 

A machine will be circular if it reaches a configuration from which 
there is no possible move, or if it goes on moving, and possibly printing 
symbols of the second kind, but cannot print any more symbols of the 
first kind. The significance of the term “circular” will be explained in 88 


循环 机 和 非 循 环 机 

WWR- eil Alas RRS RAMSAR SS, ERIKA 
循环 的 《circular) ， 人 否则 称 为 非 循环 的 《circle-free) 。 

如 有 果 一 人 台 机 需 运 行 到 了 某 个 不 能 移动 的 格局 上 ， 或 者 它 能 继续 
移动 并 有 可 能 打印 出 第 二 奖 人 符号 但 永远 不 能 打印 出 第 一 燃 符 号 了 ， 
那么 它 就 是 循环 的 。 我 们 将 在 $8 中 解释 ”循环 ”这 个 概念 的 重要 意 
268 
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须 在 打印 完 0 和 1 后 继续 不 停 地 打印 0。 
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元 至 右 打 印 数 字 的 ， 正 如 我 们 从 二 进 制 小 数 点 后 读数 字 一 样 。 


Computable sequences and numbers. 

A sequence is said to be computable if it can be computed by a 
circle-free machine. A number is computable if it differs by an integer 
from the number computed by a circle-free machine. 


可 计算 序列 和 可 计算 数 
如 朱 一 个 序列 可 以 被 非 循环 机 计算 出 来 ， 那 么 它 束 是 可 计算 序 
列 。 如 来 一 个 数 与 非 循 环 机 计算 出 来 的 数 只 相 到 一 个 整数 ， 那 么 它 
就 是 可 计算 数 。 
图 灵 在 这 里 区 分 了 序列 和 数 。 一 个 可 计算 的 序列 是 : 
010000... 
对 应 的 可 计算 数 是 : 
.010000... 
数 
1.010000... 
站 


10.01000... 
tre we. EEE, Agthe nit 


We shall avoid confusion by speaking more often of computable 
sequences than of computable numbers. 
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3. Examples of computing machines. 


I. A machine can be constructed to compute the sequence 
010101.... 


3. 计算 机 器 示例 
I. a Egi — eir HE 2010101... Lg - 
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图 灵 使 用 了 德国 哥 特 式 字体 的 小 写字 母 表示 机 器 的 m- 格 局 。 这 些 字 
母 需要 花 点 时 间 来 适应 ， 因 此 我 会 注意 指出 一 些 可 能 会 带 来 麻烦 的 字 
母 。 图 灵 在 他 的 第 一 台 样 机 中 使 用 的 字母 是 b、c、k 和 e。 GER: X 
的 k 看 起 来 像 f。 ) 


The machine is to have the four m-configurations 
T ud "E "e l s - m 
: and is capable of printing “0” and “1”. The 
behaviour of the machine is described in the following table in which 
“R” means “the machine moves so that it scans the square immediately 
on the right of the one it was scanning previously". Similarly for “L”. 
“E” means “the scanned symbol is erased" and “P” stands for "prints". 


d woo po d» 
, 


这 人 台 机 器 有 四 种 m- 格 局 : "5 ts EM 3t HFT 
ENORI. FRIR ALERTA, A'BÁR'fRUESHU SH $82 
跟 在 刚才 扫 摘 的 方 格 右边 的 那个 方 格 ”。 燃 似 的 ， 所 2? 束 指 移动 到 元 
边 一 格 , ERRERA “PIEST ER”. 


在 表 中 ，P 后 面 总 是 跟着 要 打印 的 字符 。 例 如 ，P0 指 打印 一 个 
0，P1 指 打印 一 个 1， 而 Px 则 表示 打印 一 个 x。 


This table (and all succeeding tables of the same kind) is to be 
understood to mean that for a configuration described in the first two 
columns the operations in the third column are carried out successively, 
and the machine then goes over into the m-configuration described in the 
last column. 


可 以 这 样 理解 这 个 表 〈 以 及 接 下 来 所 有 这 类 表 )〉 : 对 于 前 两 列 
中 插 述 的 格局 ， 第 三 列 的 操作 会 被 陆续 执行 。 然 后 机 融会 转 到 最 后 


一 列 的 m- 格 局 。 
AeA VU, SrA PAX 
格局 行为 
Im- 格 局 符号 BRE 最 终 m- 格 局 


机 和 二 的 行为 取 雇 格局 ， 也 束 是 m- 格 局 和 被 扫描 方 格 中 的 符号 。 第 三 
列 包 含 了 各 项 操作 (只 能 是 Pp、E、L 和 R) 。 第 四 列 则 是 下 一 个 m- 格 


局 o 

通 钊 ， 第 二 列 明确 表示 了 一 个 特定 的 扫描 符 ， 如 0 或 1， 但 是 图 灵 也 
使 用 了 “Any” 这 个 词 表示 任何 符号 ， 也 使 用 了 "None” 一 词 表 示 没 有 符 
号 ， 也 就 是 一 个 空白 的 方 格 。《〈 对 现在 的 程序 员 来 说 ， 这 可 能 有 点 让 人 
困惑 ， 因 为 现在 程序 员 已 经 习惯 于 将 空格 视 为 与 其 他 字符 一 样 的 符号 
了 。 而 当 图 灵 使 用 “Any” 时 ， 他 通常 意 指 “任何 非 空 格 ” 的 从 和 号 。〉 对 于 
任何 符号 包括 空格 在 内 的 情况 ， 我 们 这 样 处 理 : 


When the second column is left blank, it is understood that the 
behaviour of the third and fourth columns applies for any symbol and 


for no symbol. 


如 末 第 二 列 留 空 ， 则 理解 为 第 三 列 和 第 四 列 的 行为 适用 于 任何 
fc UA RCA TTS HY TTE - 


SAIS WE» "DA SC EN AY Be TEIE FY 7] Ne 
The machine starts in the m-configuration b with a blank tape. 
HE > ` Hb h Was 
机 器 装 上 一 条 空白 纸 带 后 ， 从 m- 格 局 H IRAT o 


— ( 意 为 begin， 或 者 更 恰当 地 ， 
DEBIN 开始 。 下 面 便 是 我 们 期 待 已 久 的 机 器 。 


Configuration Behaviour 


m-config. symbol operations final m-config. 
b None PO, R ¢ 
¢ None R : 
; None P1, R [ 
[ None R b 
格局 行为 
m- 徐 局 符号 操作 A 4 m- 格 局 
b None PO, R C 
¢ None R à 
t None PI R [ 
[ None R b 


可 以 像 这 样 读 这 些 行 ， 对 于 m- 格 局 D ， 当 扫描 格 为 空 ( 符 
号 “None”) 时 ， 打 印 0， 将 读 写 头 向 右 移动 一 格 ， 然 后 转换 到 m- 格 局 
2 
“让 我 们 启动 这 台 机 器 ， 观 察 一 下 它 是 如 何 工作 的 。 我 们 以 m- 格 局 
D 和 一 条 空白 纸 带 开始 。 尽 管理 论 上 纸 带 两 头 都 是 无 限 延 伸 的 ， 但 


症 图 元 这 扁 论文 中 描述 的 机 融 只 需要 纸 市 无 限 同 右 延 伸 即 可 ， 可 计算 序 
列 中 的 数字 融 打 在 这 些 地 方 。 





EE 卖 写 头 可 以 用 很 多 种 记号 来 表示 。 我 这 里 选择 了 一 个 围绕 当前 被 
拍 方 格 的 狙 边 框 。 初 始 时 可 以 把 读 ne ila car 



























































Amit PMA Ss. KR VERA, X T m- a n » URE 
有 得 写 ， 则 机 右 打 印 0， 然 后 右 移 一 格 。 





新 的 m- 格 局 是 ” 。 如 果 方 格 为 空 ， 右 移 一 格 ， 转 到 m- 格 局 [ 





对 于 m- 格 局 e ， 如 果 方 格 里 没有 符号 ， 打 印 1， 然 后 右 移 : 





p Vas 3A RINA f m-f% jE b ， 回 到 了 初始 状态 ， 并 重新 开始 这 样 
的 循环 。 机 器 将 以 这 样 的 方式 打印 一 个 由 0 和 1 组 成 的 无 限 序列 。 

把 表 中 四 行 的 每 一 行 都 视 为 一 个 指令 ， 这 听 上 去 很 族人 ， 而 且 事 实 
上 ， 图 元 后 来 也 采用 了 这 个 术语 。 人 但是， 我们 要 认识 到 这 些 行 并 不 是 给 
机 器 的 指令 ， 它 们 只 是 对 机 器 的 描述 。 这 了 驶 是 为 什么 采用 “状态 ”这 一 术 
语 更 好 的 原因 。 如 果 我 们 认为 这 些 行 是 指令 ， 那 也 就 是 在 暗示 我 们 可 以 
用 其 他 指令 来 代 茶 它们 ， 从 而 让 同一 台 机 器 表现 出 不 同 的 行为 ， 但 那 就 
意味 着 机 器 是 在 解释 那些 指令 ， 而 事实 并 不 是 这 样 〈 至 少 现 在 还 不 
A. 这 个 机 器 只 执行 一 个 特定 的 任务 。 机 器 真正 的 工作 原理 并 不 重 
要 ， 重要 的 是 我 们 可 以 使 用 基于 格局 、 伯 写 和 操作 这 些 术 语 的 标准 方式 
RA ARN LAS BN LIFTE A 


XB ALAS AEE HENS? OC PRE RE HALAS n] DAF S RAS 18] BS 27 sx as 
出 来 。 它 可 能 有 一 个 转 轮 ， 转 轮 的 圆周 上 是 一 个 能 交 蔡 打印 0 和 1 的 目 动 
回 释 型 橡 度 印章 。 创 造 一 人 台 完 全 按 上 述 方式 工作 的 图 灵机 一 一 一 人 台 真 的 
要 去 扫 摘 并 解 恋 字符 的 机 噩 一 — m 2E V3 32 38 £5 FJ Te 1E EGRE PIT RE 
pem 图 赤 机 最 常见 的 “制造 ?方式 ， 则 是 用 计算 机 来 模 
以 。 

图 灵机 根据 扫 接 符 在 m- 格 局 之 间 跳 转 。 这 种 “条 件 分 文 ”"”( 计 算 机 科 
学 中 很 常见 ) 并 不 是 这 个 时 代 中 的 早期 计算 机 所 擅长 的 。 康 拉 德 : 楚 泽 
利用 在 35 坚 米 胶 片上 打 孔 的 方式 来 编码 他 的 机 峰 指 令 。 在 他 的 第 一 人 台 机 
合 Z1 中 ， 所 有 的 指令 必须 按 顺 序 执行 ，Z3 可 以 实现 跳 转 ， 但 是 条 件 分 
文 显 得 非常 宁 拙 。 和 直到 计算 机 开始 在 内 存 中 存储 程序 (“储存 程序 型 计 
算 机 ”) ， 条 件 分 文才 变 得 人 简单 而 第 规 。 

在 前 面 那 个 表 中 ， 符 号 一 列 总 是 “None”， 意 思 是 只 有 方 格 为 空 时 格 
局 才 起 作用 。 如 果 这 台 机 人 恬 人 磁 巧 扫 拉 到 一 个 有 符 写 的 方 格 ， 机 桥 将 不 知 
所 措 。 它 可 能 会 傈 住 ， 可 能 会 朋 尝 ， 也 可 能 会 烧 挥 ， 还 可 能 会 午 新 格式 
MAE EE IRN AS FRIAR RETA. AM, FOREST A, OEY 
NLKM EMR UAE SEGA”. A, REXEN UAT EE 
开始 ， 那 束 不 是 问题 。 

图 姑 通 过 定义 一 台 可 以 打印 友 列 

01010101... 
HUgLas. ckgéH]ioe—4 uu mH). (xx SP A Sa I ES 
换 成 一 个 可 计算 数 : 

.01010101... 


DATE BAT AE T, HEER EA FEAT a a SEI 
式 。 如 果 你 把 它们 的 顺序 调换 一 下 《先是 1 再 是 0) ， 那 么 机 器 将 计算 下 
面 的 二 进 制 数 


.10101010... 
这 实际 上 是 2/3。 
下 面 我 所 展示 的 机 占 将 计算 /4， 其 二 进 制 形式 为 : 
.01000000... 


X EHLE ERA, EHET c od eMKa- 
局 : 


zi 


fi Ig 行为 


m- 格 局 侍 号 操作 最 终 mm- 格局 
b None PO. R : 
None R D 
b None Pl,R i 
5 None R t 
t None P0, R C 


5 

特别 注意 最 后 两 个 mn- 格局 和 。 它 们 反复 交 蔡 ， 便 能 让 机 
ce NL 222 AS ENO, Ae ta Al et T ET 
环 ” 的 定义 。 

现在 应 该 非常 非 营 明显， 我们 可 以 定义 类 似 的 计算 机 硕 来 计算 任何 
有 理 数 。 此 处 ， 有 理 数 完全 不 用 考虑 。 

图 灵 在 之 前 《第 1 和 的 第 二 段 ) 说 :“ 机 右 也 可 以 改变 正 被 扫描 的 方 
格 ， Ge "HUE, AAR Be EER A UE Be SAH Vat 
FRAG RÀ e 


[234] 
If (contrary to the description in $1) we allow the letters L, R to 
appear more than once in the operations column we can simplify the 
table considerably. 


m-config. symbol operations final m-config. 


None PO h 
[ 0 R, R, P1 b 
1 R, R, PO b 


^R CSIP FIA ATA) 我 们 允许 字母 L、R 在 操作 列 中 多 次 
出 更， 那么 我 们 可 以 大 大 地 人 简化 表格 。 


mite 符号 HE 最 终 Im- 格局 
"None Pu b 
b 0 RRP b 





1 RR, PO b 


GRIER, ART IR VEE TS Ja FL PPRIE. ) ME, K 
中 只 有 一 个 m- 税 局 ， 所 有 的 操作 都 依赖 于 扫 摘 符 。 如 于 扫 摘 符 为 
None《 只 有 当 机 融 开始 运行 时 出 现 ) ， 那 么 机 右 仅 仅 打 印 一 个 0。 





读 与 头 个 移动 。 B Ls HIM- 8 IRSE A AE 得 现在 打 描 符 为 9， 于 是 机 
侣 束 回 石 移动 两 格 然后 打印 1: 





X Ke HLA 在 相间 的 方 格 中 打印 0 和 1 了 。 

这 里 ， 我 们 有 一 个 重要 的 收获 : 任何 一 个 特定 的 序列 都 可 以 由 各 种 
不 同 的 机 器 计算 出 来 。 不 过 ， 某 个 以 空白 纸 带 开始 的 自动 机 总 是 计算 出 
相同 的 序列 。 (当然 ， 我 这 里 指 的 是 自动 机 ， 因 为 选择 机 允许 人 为 操作 
干涉 ， 这 样 束 可 以 创造 出 不 同 的 序列 。 图 灵 在 论文 中 几乎 没有 考虑 选择 
机 。) 加 图 灵 的 上 自动 机 中 插入 任何 不 确定 的 或 者 随机 的 因素 ， 或 者 获得 
来 自 “ 外 部 世界 ”的 信息 (比如 时 间 和 日 期 、 经 度 和 纬度 、 或 者 一 个 网 
W) ， 都 是 不 可 能 的 。 

在 一 个 格局 中 使 用 多 个 六 、R 和 P 操 作 可 以 大 大 简化 机 器 ， 但 要 牢记 
的 是 ， 这 些 简化 的 表 总 ,是 可 以 转化 到 之 前 那个 严格 的 每 个 状态 只 人 允许 有 
一 个 操作 的 表 。 现 在 看 来 这 仪 仪 是 一 个 不 足 为 谈 差 别 ， 但 之 后 它 束 会 变 
得 非常 重要 。 


II. As a slightly more difficult example we can construct a machine 
to compute the sequence 001011011101111011111... 


IL. 再 举 个 稍微 困难 点 的 例子 : 构造 一 合 机 器 来 计算 序列 
001011011101111011111... 


“稍微 ?困难 点 ? 注意 图 元 现在 想 要 做 的 是 什么 。 这 个 序列 里 包含 了 
越 来 越 长 的 连续 的 1， 它 们 之 间 由 0 相隔 。 开 始 时 是 一 个 1， 之 后 是 两 个 
1， 然 后 三 个 1， 等 等 。 图 姑 明 显 已 经 厌倦 计算 有 理 数 了 ， 现 在 他 想 处 理 
的 十 一 个 无 理 数 ， 很 可 能 还 征 一 个 超越 数 。 

当 这 台新 机 禹 打印 连续 的 1 时 ， 它 必须 用 菏 种 办 法 “ 记 住 ”之 前 一 轮 


中 打印 了 多 少 个 1， 然 后 在 这 一 轮 多 打印 一 个 。 通 过 来 回 扫 摘 ， 这 从 机 
磊 总 能 访问 前 一 轮 的 内 容 ， 从 而 能 够 利用 这 一 信息 打印 下 一 轮 。 图 灵气 
葛 是 如 何 做 到 这 一 点 的 ， 研 究 起 来 会 非常 有 意思 。 

图 灵 叉 一 次 使 用 德 文 字体 中 的 小 写字 母 来 表示 m- 格 局 ， 这 次 的 字母 
是 o、q、p、f 和 Pb。 


The machine is to be capable of five m-configurations, viz. 
dite £c. 22 se, 23 i ie «p? 
: ZEE 1 and of printing “a”, “x” “0” “1”. The first 
three symbols on the tape will be “oa0”; the other figures follow on 


alternate squares. 


这 台 机 器 具备 5 个 m- 格 局 ， 即 


(97, 9 7, 7 P^, 7T "au 并 能 打 
Esa”. d uu id d ge «1». 纸 带 上 的 最 前 面 三 个 符号 会 是 “990?”， 其 他 
数字 在 后 面相 间 的 方 格 中 出 现 。 


这 是 图 灵 首 次 提 到 在 相间 的 方 格 中 打印 数字 (0、1， 或 者 其 他 第 一 






elejo] fol [1| loj 1^ ft} toj jtj y j1| [0] Jem 
当然 ， 纸 带 永远 不 会 在 "最 后 " 变 成 什么 ， 因 为 机 器 会 永远 运转 下 去 。 要 
使 它 符合 " 非 循环 * 的 要 求 ， 它 必须 永远 不 停 地 打印 

在 语音 学 和 语言 学 领域 中 ， 字 符 3 是 大 家 熟悉 的 中 央 元 音 。 图 灵 使 
用 这 个 中 央 元 音 代表 程序 员 们 所 说 的 哨兵 sentinel) 。 在 这 个 例子 中 ， 
它 是 一 个 指明 数字 边界 的 特殊 字符 。 只 要 方 格 中 的 扫描 符 不 是 中 央 元 
音 ， 读 写 头 就 一 直 向 左 移动 ， 这 样机 器 可 以 把 读 写 头 移 到 纸 带 的 最 开始 
处 。 (为 什么 这 里 有 两 个 中 央 元 音 ? 这 个 例子 中 只 需要 一 个 就 够 了 ， 但 
是 图 灵 之 后 构造 的 机 器 需要 两 个 中 央 元 音 作为 哨兵 。 他 在 这 个 例子 中 加 
入 第 二 个 中 央 元 音 可 能 是 为 了 保证 前 后 一 致 。) 

在 第 一 台 样 机 中 ，0 和 1 之 间 的 空格 是 没有 用 的 ， 而 在 这 个 例子 里 ， 
空格 会 扮演 着 非常 重要 的 角色 。 


On the intermediate squares we never print anything but “x”. These 
letters serve to “keep the place” for us and are erased when we have 
finished with them. 


在 中 间 的 方 格 中 ， 我 们 只 打印 x， 不 打印 列 的 东西 。 它 们 用 来 
TA EU. HEL Ja EER o 


Ed UE a EM ATR API. WERE a AG 1937; $] EO 
ER SUR RRA, RET RR PIA SR A Ss. A eB ee NT tE 
CEA ae PH lit AY 1 Se A. ALE, RAME DE op all i CT: 
格 ”( 包 含 0O 和 1)〉 和 * 非 数字 格 ”( 和 包含 其 他 的 字符 ) > AR EREN 
们 称 为 FE 格 和 E 格 ， 分 别 代 表 figures 和 erasable。 ) 


We also arrange that in the sequence of figures on alternate squares there 
shall be no blanks. 


AA e BE, PATEL ft RBS SUE Fe PA AB A o 


HLEA ee HOMILY, 1835/6541 A Ac SIG UT ER BOR S Pas 
计算 出 来 的 每 个 新 数字 都 被 打印 到 下 一 个 可 用 的 空 的 数字 格 中 ， 不 会 跳 
过 任何 数字 格 。 这 些 限 制 构 成 了 一 整套 规则 (有些 明显 表述 出 来 1， 有 
些 则 是 暗示 出 来 的 ) ， 后 来 被 埃 米尔 :波斯 特 称 作 * 图 元 规范 机 硕 ”。- 
这 比 一 般 的 “图 元 机 ”约束 更 多 。 图 灵 规 范 机 融 从 不 探 除 数字 格 ， 也 不 在 
一 个 已 有 数字 的 数 子 格 上 禾 雷 一 个 人 不同 的 数 子 。 在 后 文中 ， 这 些 隐 舍 的 
规则 将 变 得 非常 重要 。 

下 面 是 图 元 的 格局 表 ， 用 来 计算 他 定义 的 无 理 数 。 


Configuration Behaviour 


m-config. symbol operations final 
m-vcunfu. 
b Po, R, Po, R, PO, R, R, PO, L, L e 
| 1 R, Px, L, L,L ; 
| : l 
Any (0 or 1) R, R 4 
J None P1, L p 
Ix E, R q 
y ə R f 
None LL p 
: Any R,R f 
! None PO, L, L 6 
格局 行为 
mm- 格局 A 操作 取 终 nm- 格局 
D P R PLR PO R R POLL " 
|! RPX’ LLL 
D 0 : 
: n (0 or 1) R.R à 
None PI.L p 
[x ER 
* 1 R f 
| None LI , 
| oe RR 
I None POLL n 


3 
i a n L 开始 。 它 首先 打印 两 个 中 央 元 首 
| SO. ZB AAA N: 





) 
m- 格 局 t TT AJEET PRAGA CHES, Ha Hatt 


b. 
入 m- 格 局 L , 
在 我 们 翻 看 机 器 内 部 弄 得 满 手 是 油 之 前 ， 先 来 大 人 致 体 会 一 下 其 他 mm- 


格局 是 干什么 的 。 在 一 些 格 局 (特别 是 -4 、 Pg i ) 中 ， 操 作 列 展 
示 了 一 次 移动 两 格 的 情况 : R，R 或 者 L，L。 在 这 些 情况 下 ， 机 器 能 够 

q.r ! 
Eom ( 和 的 情况 ) 或 非 效 字 格 〈 ” 的 情况 ) 
移动 。 


BR Y b 之 外 ， 其 他 m- 格 局 还 会 在 过 到 特定 的 扫 插 人 符 时 转 回 到 目 
号。 程序 员 通 帝 称 这 样 的 操作 为 循环 。 循 环 可 以 实现 重复 性 的 工作 ， 长 
全 包括 寻找 示 个 特定 的 符 志 这 样 简单 的 操作 。 
^ 
m- 格 局 \ FE FR ER EB a Ie Zc ho, DUSRTEXXR 
WEP EERE T1, WEIR THIN IZ FT Ex, Aa A eh 


` 
—— a ax 
^ 
m- 格 局 ^ 从 左 至 右 沿 着 数字 格 移动 ， 直 到 它 遇 到 一 个 空格 。 这 
是 当前 序列 结束 的 地 方 。 然 后 它 打印 一 个 1， 向 左 移动 〈 至 一 个 非 数字 


KE) ， 转 到 m- 格 局 


类 似 地 ，m- 格 局 “也 沿 着 数字 格 向 右 移动 ， 直 到 遇 到 一 个 空 


^ 
格 ， 然 后 打印 一 个 0， 向 左 移动 两 格 ， 再 转换 到 m_ 格 局 人 
` 


mK) 相当 于 一 个 调度 员 。 绝 大 多 数 时 间 里 ， 它 都 是 在 非 数 
字 格 上 向 左 移动 寻找 x 符号 。 当 发 现 一 个 x， 它 就 将 其 擦 除 ， 向 右 移动 ， 


|] 


并 转 到 m- 格 局 。 如 来 它 志 到 一 个 中 央 元 首 便 问 右 移动 ， 并 且 转 换 


到 m- 格 局 

图 元 使 用 符号 x 的 方式 很 聪明 。 当 构造 一 串 新 的 连续 数字 1 时 ， 机 豆 
先 在 前 一 串 连 续 数 字 1 中 的 每 一 个 1 后 打印 一 个 x， 随 后 在 已 有 序列 的 最 
后 打印 一 个 1， 然 后 每 有 一 个 x 束 再 打印 一 个 1， 从 而 让 串 的 长 度 增 加 了 
1. 


尺 官 我 们 可 以 在 每 一 个 操作 之 后 说 明 纸 市 的 情况 ， 但 是 对 于 这 个 例 
子 ， 最 好 还 是 在 每 一 个 格局 结束 时 俘 看 一 下 纸 市 。 


^s ^. 
— Oa ， 但是， 对 于 扫描 符 0， V 不 做 任何 


` K 
事 ， 而 是 直接 转 到 m- 格 局 * 。 对 于 m- 格 局 1 ， 如 采 扫 搞 符 是 0 或 
1， 恋 写 头 同 右 移动 两 格 并 仍 处 于 相同 的 m- 格 局 。 但 重合 到 一 个 空格 ， 


^ 
TRENT B — P UR el too. AMZ, m-th la THECA IRR 
移动 ， 生 到 它 直 到 一 个 空格 ， 然 后 打印 一 个 1， 青 问 左 移动 。 


ejejo os DR 





\ 
下 一 个 m- 格 局 } AEBS RAS). EAA, E 
到 过 到 一 个 包 侣 x 或 中 央 元 音 的 非 数 字 格 。 在 这 个 例 于 中 ， 它 过 到 的 是 
PRIE, TEA): 


10 0 BORD: 





m- 格 局 是 j W, WE SRIF EES. ERRERA HAR 
al 卫 到 扫 揪 :到 空格 。 这 时 候 它 就 会 打印 一 个 0， 然 后 同 左 移动 两 


epo oo TT 


这 束 古 在 连续 数字 1 之 间 打 印 0 的 方法 。 





、 

现在 我 们 来 到 了 m- 格 局 V 。 这 个 m- 格 局 总 是 开始 于 一 连 串 数字 1 
中 最 右边 的 那个 1。 它 的 任务 是 在 每 二 个 1 的 后 面 打 印 一 个 x， 在 这 串 连 
续 数 字 1 的 左 侧 的 0 处 停止 。 





\ 
回 到 m- 格 局 ] 。 这 个 m- 格 局 沿 看 数字 格 同 右 移 动 直 到 过 到 空 
格 ， 在 打印 一 个 1 后 问 左 移动 。 





1 


-格局 沿 者 非 数 字 格 同 左 移动 ， 直 到 过 到 一 个 x 或 者 中 央 元 


m 
T. MAvdB$)—4eoe WERK x, FFAS) 





` 
mc 
格 ， 在 打印 完 一 个 1 后 向 左 移动 。 





1 
现在 我 们 处 于 了 m- 格 局 中 。 沿 看 非 数 字 格 问 左 移动 ， 卫 到 扫 
拍 到 中 央 元 首 ， 之 后 问 右 移动 。 





m- 格 局 在 数字 格 上 向 右 移 动 ， 直 到 它 遇 到 一 个 空格 ， 它 打印 
ToT OE Ac ea Ba 





Se CRI. 我 们 现在 有 了 连续 的 一 个 1 和 连续 的 两 个 1， 
我 们 来 看 一 下 它 能 否 继续 按 我 们 的 期 望 工作 下 去 。 
^ 
m- 格 局 


Xo 


FF] LE XE TE tic Ja AER EAA LEP 15 1T EY — 


个 





i 
m- 格 局 ] 沿 着 数字 格 同 右 移动 ， 直 到 巡 到 一 个 空格 。 然 后 ， 它 
打印 一 个 1， 向 左 移动 。 
Em, MERKES x, +f BUTE xA 2 BN MX THIM. 对 
1 


于 每 一 个 要 被 擦 除 的 x， 部 会 有 一 个 1 打印 出 来 。 ie? WA JEŽ 
字 格 同 左 移动 ， 下 到 过 到 一 个 x*， 然 后 擦 除 x 并 同 右 移动 。 





\ 
m- 格 局 ] HEATHER, EAE-N, 打印 一 个 1 
后 问 元 移动 。 





1 
加 到 m- 格 局 ” ， 继 续 同 元 移动 ， 直 到 过 到 x， 控 除 x 后 回 右 移 





1 
m- 格 局 ] 在 结尾 处 再 打印 一 个 1。 





现在 是 m- 格 局 ” ， 读 写 头 同 左 移动 ， 和 直到 过 到 一 个 中 央 元 首 。 





m- 格 局 沿 独 数字 格 癌 右 移动 ， 直 到 序列 的 末 靖 ， 打 印 一 个 0。 





现在 机 费 已 经 成 功 地 打印 了 包含 三 个 1 的 连续 数学 串 和 一 个 0。 

图 姑 是 如 何 想 到 这 从 机 费 所 使 用 的 拉 巧 的 呢 ? 我 猜 他 抵 住 了 直接 去 
数 的 诱惑 ， 而 是 径 试 手动 计算 这 个 序列 。 他 可 能 友 现 了 ， 可 以 通过 在 数 
字 上 标注 小 标记 来 退 踪 连续 的 数字 第。 这 些小 标记 变 成 了 机 硕 打 印 在 非 
数字 格 中 的 字符 x。 

纸 市 的 示意 图 并 没有 出 现在 图 灵 的 论文 中 ， 他 没有 兴趣 为 机 天 或 其 
操作 提供 这 种 示人 龟 的 “写实 ”图 示 。 相 反 ， 他 有 一 种 列 的 方法 来 表示 机 妖 
的 工作 状态 。 

在 其 论文 的 第 二 部 分 (本 书 第 67 页 ) » HRH: “TEN AIS HEP AY 
任何 阶段 ， 被 扫描 方 格 的 标号 、 纸 市 上 所 有 符号 构成 的 序列 以 及 m- 格 
局 ， 共 同 插 述 了 这 个 阶段 的 完全 格局 。” 尺 官 图 灵 所 到 的 “被 扫 揪 方 格 的 
标号 ”有 扩 尾 ， 因 为 方 格 并 没有 明确 的 编写 ， 不 过 对 于 只 在 一 个 方 同 无 
BR REN AC, FTA ek Fi o 

图 灵 将 要 展示 一 种 用 完全 格局 一 一 即 纸 带 的 快照 加 上 当前 m- 格 局 和 
扫 插 格 一 一 来 表示 机 帮工 作 状 态 的 方法 。 





To illustrate the working of this machine a table is given below of 
the first few complete configurations. These complete configurations are 
described by writing down the sequence of symbols which are on the 
tape, 

[235] 
with the m-configuration written below the scanned symbol. The 
successive complete configurations are separated by colons. 


为 了 说明 机 占 的 运作 ， 我 们 给 出 下 表 ， 表 中 包括 了 最 初 的 几 个 


完全 格局 。 我 们 写 下 纸 带 上 的 符号 序列 ， 并 把 m- 格 局 写 在 扫描 符 下 
面 ， 以 此 来 描述 这 些 完全 格局 。 后 续 的 完全 格局 用 冒号 隔 开 。 


在 论文 中 ， 接 下 来 是 一 个 “ 表 ” 的 四 个 条 目 。 每 个 条 目 各 有 两 行 ， 初 
看 起 来 非常 令 人 费解 。 下 面 是 第 一 个 条 目 。 


B80 da30  0:2323U0 0:220 () :B80 OÜ 1; 
b P q q q p 
Da ÜU:2230  U:3alü 0:220 () :80 Ü I: 
b t q q q p 


FARE g! FWE y LEERE, 2505107] 
K Cu OMIE AE R EE TS ERRER — pie PAY E RIR 
d^. SERERE m- E, CAN Y LARIA 
完全 格局 ， 显 示 了 目前 已 经 打 印 在 纸 市 上 的 所 有 人 符号。 


a ee ee 
EJ HA SRS BS le ea, ARTA ANY AE: 
|| | 
之 前 使 用 黑 杠 来 表示 读 与 头 的 位 置 在 下 一 个 扫描 符 处 ， 现 在 图 元 在 
下 一 个 扫 摘 符 的 下 面 给 出 了 下 一 个 m- 格 局 : 
-aa0 Ü: 


D 





^. 
因为 当 扫描 符 是 0 时 ，m 格局 人 不 做 任何 操作 ， 所 以 下 一 个 纸 市 
. 
的 快照 和 之 前 的 一 样 ， 但 是 m- 格 局 已 经 转换 成 了 1. 
-aa0 Ü: 
q 


. 
当 m- 格 局 —Ósrpe 
局 仍然 是 I., 
aa Ü 


q 


\ 
RATATAT X EO. BES Aa, m- NAE | 


Bu Ü 
] 
Ho. IA|BESXRHGEDX EVITA ea, KH eU AE BU e 
Hy. ME, TATE. KELES IDEE) E. FER 
| 
到 格局 
‘aa0 Ü l; 
P 


BARE MAIE EIR AS ROSEN AR, [Hoe RAAT Ee 了 
ESPER FI EERS RSH S eem- XX 
些 连续 的 完全 格局 展现 了 机 带 操 作 的 全 部 历史 记录 。 我 们 很 容易 查看 其 
中 任何 一 个 完全 格局 ， 将 m- 格 局 和 扫 摘 符 与 机 硕 的 状态 匹配 起 来 ， 了 节 终 
得 到 下 一 个 完全 格局 。 

1 


图 元 给 出 的 下 一 个 序列 展示 了 m- 格 局 往 回 搜索 ， 直 到 找到 中 
央 元 音 ， 然 后 转换 到 格局 | ， 转 而 向 右 导 找 空格 ， 


aol) 0 l:aa0 0 ll:aa0 0 l:aa0 UD Il: 
T p f j 


aol D lsaat Ü 1:930 OÜ 1:əə0 QU Il: 
p p j j 


下 一 个 笨 目 : 仍然 是 m- 格 局 ” ， 机 器 找到 一 个 空 的 数字 格 ( 注 
意 冒 亏 之 间 的 空间 是 如 何 再 次 加 宽 的 ) ， 打 印 一 个 0， 同 左 移动 两 格 后 


^ 


转换 到 格局 


2390 0 1l:aa0 0 1 ‘a00 0 1 @: 
f F e 


330 0 laa0 0 1 ‘aa0 0 1 O0: 
f f 0 


^ 
NL V RUBBLE MLR meta, TEL dee 


GOD O0 Lx. 


k 


saət O Ixü: toe, 


D 


IRAN Y IRA o WAR VR TES IATA TH TRAE IY ZANE SE AP 8 TI 
Hr. RS Sb TK 


This table could also be written in the form 


biaaoQ O:aagO 0: ..., (C) 


in which a space has been made on the left of the scanned symbol and 
the m-configuration written in this space. 


这 个 表 也 可 以 写成 
bh-aacQ 0:2240 D a (C) 
EXE, ATAMA RER, m-fEJ8 C TEXT ER 
TH 


图 灵 使 用 字母 C〈 代 表 Configuration， 格 局 ) 来 标识 这 种 格式 ， 他 
将 在 第 6 节 中 提 到 。 之 前 展示 的 完全 格局 : 
‘aa Ü: 
现在 可 以 表示 为 : 
‘aao P: 
现在 ， 我 们 可 以 看 出 图 灵 使 用 德 文 字体 表示 m- 格 局 至 少 有 一 个 原 
Al: 以 这 种 格式 ，m- 格 局 可 能 没 那 么 容易 与 机 妖 打 印 出 的 符 写 区 别 开 
了 。 在 每 一 对 骨 号 之 间 的 字符 序列 将 不 再 同 纸 市 上 一 梗 一 样 ， 因 为 需要 
为 下 一 个 m- 格 局 预 留 一 个 空格 。 疼 灵 也 承认 和 它 有 点 奇怪 。 


This form is less easy to follow, but we shall make use of it later 
for theoretical purposes. 


这 个 形式 比较 难 明白 ， 但 出 于 理论 目的 ， 我 们 后 面 会 用 到 它 。 


事实 上 ， 使 用 这 种 形式 是 必需 的 ， 不 过 我 们 还 会 对 此 形式 再 做 一 下 
修改 。 图 灵 己 经 厦 手 组 狼 ， 开 始 准 备 后 面 的 一 个 主要 成 果 展 示 了 : 他 将 
展示 一 个 通用 计算 机 右 现在 通常 称 图 姑 机 或 者 UTM (Universal 
Turing Machine) 一 一 功能 上 《〈 热 开 商业 意义 不 算 ) 等 价 于 现代 计算 
机 。 

注意 最 后 这 个 格式 的 优点 ， 机 右 的 整个 操作 都 被 排 成 一 个 字符 流 ， 
这 是 程序 员 非 党 豆 爱 的 形式 。 当 读 写 文件 或 者 进行 数字 通信 有 时， 理想 的 





FFM PHT, NRE Ma AS TAY BT Jar DILEK - 
我 们 同样 注意 到 ， 图 灵 将 下 一 个 m- 格 局 移 到 了 下 一 个 扫 摘 符 的 前 
面 。 图 灵 将 这 两 项 合 起 来 定义 为 格局 ， 并 且 这 两 项 在 完全 格局 中 出 现 的 
顺序 ， 与 它们 在 机 带 表 前 两 列 中 出 现 的 顺序 一 致 。 你 可 以 把 这 个 m- 翌 局 
和 符 气 配 成 一 对 ， 并 通过 扫 摘 机 需 表 的 m- 格 局 和 符 气 列 来 寻找 匹配 项 。 

(很 明显 ， 当 机 右 表 中 的 符 写 列 包 含 的 是 实际 的 学 从 ， 而 不 
是 “Any”“None” 或 空 日 时 ， 这 样 的 得 找 更 简单 。) 实际 上 ， 图 元 会 在 
构造 他 的 通用 机 时 让 这 个 搜索 过 程 实现 目 动 化 。 

图 灵 接 下 来 讨论 了 他 选择 在 相间 的 方 格 打印 数字 序列 的 理由 。 


The convention of writing the figures only on alternate squares is 
very useful: I shall always make use of it. I shall call the one sequence 
of alternate squares F-squares and the other sequence E-squares. The 
symbols on E-squares will be liable to erasure. The symbols on F- 
Squares form a continuous sequence. There are no blanks until the end is 
reached. 


将 数字 只 与 在 相间 的 方 格 中 ， 这 个 约定 会 非常 有 用 ， 我 会 一 直 
用 到 它 。 我 会 将 其 中 一 个 由 相间 的 方 格 组 成 的 序列 称 为 F- 格 ， 力 一 
个 这 样 的 序列 称 为 E- 格 。E- 格 中 的 答 写 可 以 擦 际 。F- 格 中 的 从 写 形 
成 一 个 连续 的 序列 。 在 到达 纸 市 末 曾 之 前 ， 将 不 会 出 现 空格 。 


之 前 我 所 及 这 些 格 时 ， 称 它们 是 数字 格 和 非 数字 格 。 只 需要 记 住 
figures 《数字 ， 即 0 和 1)〉 和 erasable (PJR) 这 两 个 单词 ， 你 就 能 分 
清 它们 分 列 是 哪个 了 。“ 在 到 达 纸 币 末 问 之 前 ， 将 不 会 出 现 空格 ”， 这 人 
话 只 针对 F- 格 。 一 个 可 计算 序列 的 数字 总 是 从 左 人 至 右 按 次 序 打 印 的 ， 从 
不 跳 过 一 个 F- 格 ， 也 不 改写 E- 格 中 的 数字 。 这 些 是 几 元 的 通用 机 所 必须 
EAP FL I] 

E-E — BARBA. SRP RERE ERIBESHUT T ARN 


There is no deed to have more than one E-square between each pair 
of F-squares: an apparent need of more E-squares can be satisfied by 
having a sufficiently rich variety of symbols capable of being printed of 
E-squares. 


在 每 对 F- 格 的 中 间 只 需要 一 个 E- 格 : 明显 需要 多 个 E- 格 时 ， 可 
以 允许 在 E- 格 中 打印 足够 多 样 的 字符 。 


图 只 的 第 二 台 机 妖 采 用 了 一 种 搁 巧 ， 即 通过 在 E- 格 中 打 FHx 人 符 写 来 
实现 字符 识别 。 这 是 他 经 第 及 用 的 一 般 性 技巧 ， 因 而 给 这 一 拉 巧 命 了 


If a symbol f is on an F-square S and a symbol a is on the E-square 
next on the right of S, then S and p will be said to be marked with a. The 
process of printing this a will be called marking f (or S) with a. 


UR P SpIEF-RS'P, fPatkEESISaBE-rp., AB ASAIB 
a, nu xe ott. FT ENIX Pa DSERRARZJ Fdo biu (或 5) 。 


下 图 中 的 0〈 在 F- 格 上 ) 称 为 用 x 标 记 的 : 


X 





事实 说 明 ， 这 些 标 记 非 党 方便 ， 这 也 是 图 姑 最 棒 的 友 明 之 一 。 

尽管 如 此 ， 标 记 并 不 是 蝇 求 的 。 定 义 一 从 只 使 用 两 个 字符 的 机 项， 
或 者 只 区 分 空格 和 被 标 记 格 的 机 项， 痢 是 可 能 的 。 数 学 家 埃 米尔 :波斯 
特 在 一 篇 有 意思 的 论文 -所 中 探讨 过 这 个 方法 ， 这 篇 论文 独立 地 给 出 了 
eR, EGR RIE MIA. KREA — 7 TA A £6" ie 
T, EER POE SSP IRSA a EL BE: 

(a) bio PERI a CBR ANZ) ; 

(b) £x PER T yb CET OO: 

(c) 移动 到 他 右 侧 的 盒子 里 ; 

(d) 移动 到 他 左 侧 的 盒子 里 ; 

(e) 判断 他 所 在 的 盒子 是 售 补 标记。 

波斯 特 其 实 并 没有 展示 他 的 工人 是 如 何 完成 实际 应 用 的 。 如 果 方 格 
或 者 盒子 只 有 和 被 标记 和 不 航标 记 两 种 状态 ， 工 作 起 来 明显 比 图 灵 的 捷径 


pA 
费力 得 多 。 





LL 在 埃 米 尔 : 波 斯 特 的 论文 “Recursive Unsolvability of a Problem of 
Thue”, The Journal of Symbolic Logic, Vol. 12, No. 1 (Mar 1947) , 1- 
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图 灵 的 论文 及 表 得 早 ， 但 是 波斯 特 的 论文 是 The Journal of Symbolic 
Logic 杂志 在 1936 年 10 月 7 日 收 到 的 ， 而 the Proceedings of the London 
Mathematical Society 在 1936 年 5 月 28 日 束 收 到 了 图 灵 的 论文 。 
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书 第 52 页 ) ， 并 在 同一 封 信 中 ， 请 他 帮助 图 灵 获 得 奖学金 : 


我 应 该 指出 ， 图 灵 的 工作 是 完全 独立 进行 的 ， 一 直 没 有 得 到 任 
何人 的 指导 或 者 评判 。 因 而 ， 让 他 尽早 接触 本 领域 的 项 兴 人 员 变 得 
更 加 重要 ， 这 样 他 才 不 致 于 孤独 成 性 。- 


倾 问 于 独立 工作 ， 不 受 外 者 影响 ， 这 实际 上 十 图 元 的 一 个 大 问题 。 
早 在 他 年 轻 的 时 候 ， 图 灵 就 重新 创立 了 二 项 式 理论 ， 并 发 明了 自己 的 微 
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成 东 ， 这 也 许 是 件 好 事 ， 合 则 他 可 能 融 不 会 找到 这 样 有 趣 的 解雇 方法 
了 。 然 而 ， 一 般 说 来 ， 还 是 有 必要 知 志 在 世界 其 他 地 方 友 生 了 什么 事 
情 ， 而 对 于 数理 逻辑 领域 ， 普 林 斯 融 束 是 这 样 的 地 方 。 图 姑 没 能 获得 他 
申请 的 普 多 科 特 炎 学 金 ， 但 得 到 了 国王 学 院 的 奖学金 。 

TE Da IN er PN BLY ROR ICH EH Fe STF Do BE MCI. Tf AES BET RI 
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格 创建 了 班 伯 格 百货 连锁 店 ， 并 在 1929 年 经 济 大 请 条 之 前 将 其 出 售 给 了 
梅 西 日 货 公 司 。 

局 级 研究 院 一 开始 成 并 的 目的 是 为 了 促进 科学 和 历史 研究 。 在 最 锌 
的 几 年 中 ， 融 级 研究 院 的 数学 和 学院 与 普 林 斯 融 大 学 的 数学 系 在 同一 座 
楼 ， 这 促成 了 两 个 机 构 之 间 的 许多 交流 。 局 级 研究 院 迅 速成 为 了 优 夯 科 
学 家 和 数学 家 的 家 园 ， 他 们 中 的 一 些 人 是 逃离 了 和 危险 的 欧洲 来 到 这 里 
的 ， 其 中 最 有 名 的 生 爱 因 斯 坦 。 他 于 1933 年 来 到 这 里 ， 并 在 此 度 过 了 余 


O 
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尔 。 一 年 前 ， 哥 德尔 还 身 在 高 级 研究 院 ， 之 后 也 回来 过 ， 可 惜 的 是 一 直 
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图 灵 在 剑桥 大 学 时 见 过 的 约翰 : 汉 : 诡 依 曼 此 时 在 高 级 研究 院 ， 还 有 
同样 来 自 剑 桥 大 学 的 G. H. ER. PESE BR ap BRUM M AR UE RS Ro 
完 院 ， 他 们 几 年 前 逃离 了 哥 廷 根 。 

图 灵 在 普林斯顿 大 学 待 了 两 年 ， 并 获得 了 第 二 年 的 普罗 科 特 奖 学 金 
( 忌 共 2000 美 元 )， 印 奇 成 为 了 图 灵 的 论文 指导 教授 。 在 印 奇 的 指导 
下 ， 图 灵 写 了 一 篇 论文 LL， 并 在 1938 年 6 月 21 日 获得 了 博士 学 位 。 图 灵 
拒绝 了 约翰 : 汉 : 诺 依 曼 提 出 的 一 份 1500 元 年 薪 、 担 任 其 助理 的 工作 ， 并 
于 一 个 月 后 回 到 了 英国 。 

1939 年 春 ， 阿 兰 : 图 灵 回 到 了 剑桥 大 学 ， 教 授 数学 基础 这 一 谍 程 。 
四 年 前 ， 图 灵 上 过 麦克 斯 :纽曼 教 授 的 数学 基础 ， 并 了 解 了 判定 性 问 
题 。 现 在 ， 他 可 以 基于 目 己 在 可 计算 数 方面 的 工作 ， 在 期 末 考 试 中 提出 
关于 判定 性 问题 不 可 解 的 问题 了 。- 

在 论文 中 ， 图 灵 试 图 让 读者 相信 ， 他 的 机 器 确实 可 以 计算 非 平 几 的 
数字 序列 。 到 目前 为 止 ， 我 们 还 没有 真正 见 过 可 以 称 为 计算 的 东西 。 在 
图 元 的 第 一 个 例子 中 ， 表 面 上 看 ， 机 噩 能 打印 出 13 的 二 进 制 表示 ， 但 
它 只 是 通过 条 拙 地 进行 0O 和 1 的 交 蕉 来 做 到 这 一 点 的 。 当 然 ， 这 不 是 用 1 
E rmm PN 
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即使 是 一 个 从 事 处 理 底 层 机 器 代码 工作 的 程序 员 ， 也 会 习惯 于 可 以 
执行 加 法 和 减法 等 基本 数学 运算 的 计算 机 和 硬件。 出 于 这 个 原因 ， 我 们 可 
能 会 怀疑 (甚至 有 点 担心 ) 一 台 甚 至 连 加 法 都 要 通过 自 定 义 格 局 和 操作 
来 完成 的 机 器 。 

让 我 们 来 构造 一 个 非 平 几 的 机 器 ， 当 面 对 峙 这 种 担忧 。 让 我 们 说 服 
自己 ， 图 灵机 确实 可 以 作 加 法 和 乘法 运算 (当然 还 有 减法 、 除 法 和 于 
方 ， 甚 至 是 写 一 首 诗 ) 。 

第 一 个 例子 是 一 个 能 够 依次 算出 所 有 正 整 数 的 小 图 灵机 。 这 个 图 灵 
机 并 不 符合 图 灵 的 约定 ， 因 为 它 写 下 的 每 一 个 新 数字 都 会 履 盖 掉 之 前 的 
数字 。 在 打印 结果 时 ， 它 不 跳 过 任何 方 格 ， 并 用 下 一 个 数 代 蔡 每 一 个 结 
果 。 此 外 ， 考 虑 到 这 些 数 都 是 整数 ， 我 把 机 器 打印 数字 的 方式 设计 得 跟 
我 们 平时 写 数 一 样 一 一 更 高 的 数位 往 纸 带 左边 打 ， 而 不 是 右边 。 尺 管 没 
有 遵守 图 灵 的 约定 ， 但 这 台 机 器 确实 展示 了 如 何 通 过 不 断 加 1 让 数字 递 
增 ， 这 至 少 是 我 们 对 现代 计算 机 的 一 个 基本 要 求 。 

在 我 的 例子 中 ， 我 没有 用 德 文 字母 ， 而 是 用 粗 体 写 的 接 述 性 日 词 ， 
(在 后 面 的 例子 中 ) 有 了 时 会 用 短 横 线 来 连接 多 个 单词 。 和 图 灵 一 样 ， 我 


用 “one” 来 指 一 个 空格 。 和 图 灵 不 一 样 的 是 ， 我 用 “else” 来 表明 该 格局 
适用 于 所 有 其 他 未 明确 列 出 的 字符 。 这 个 机 器 从 格局 begin 开 始 ， 而 且 
只 有 三 个 m- 格 局 。 


m-f gj MCI 操作 最 终 mm- 格 局 
begin none PO increment 
| 0 P1 rewind 
increment 1 POL increment 
|o Pl rewind 
| none L increment 
rewind 1 
| else R rewind 


m- 格 局 begin 只 是 打印 一 个 0， 然 后 切换 到 格局 increment。m- 格 
局 icrement 会 谈 取 一 位 数字 。 如 果 谈 到 的 是 0， 那 么 格局 increment 将 它 
杰 成 1， 此 时 便 完 成 了 整个 整数 的 一 次 递增 。 如 果 旋 到 的 是 1， 那 么 格 
局 increment 将 其 更 改 为 0， 然 后 同 左 移动 一 位 。 现 在 它 必须 对 更 高 一 位 
的 数字 做 增 量 操作 。m- 格 局 rewind 将 恋 与 头 同 右 移 至 数字 的 最 低位 ， 准 
备 下 一 次 递增 。 

一 旦 你 开始 编写 做 算术 的 图 姑 机 ， 束 会 立即 明白 为 什么 二 进 制 数字 
这 么 方便 。 下面 古 一 个 等 价 的 机 人 右 ， 不 过 它 产 生 的 是 所 有 十 进 制 而 非 二 
进 制 的 正 整 数 。 


m- 格 局 mE WE 最 终 m- 格 局 
begin none PO increment 
= 0 Pl rewind 
l P? rewind 
2 P3 rewind 
3 P4 rewind 
4 P3 rewind 
increment 5 P6 rewind 
6 7 rewind 
7 PS rewind 
B P9 rewind 
9 POLL increment 
none P| rewind 
— | none L increment 


else R rewind 
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数字 。 二 进 制 系统 则 更 徐 单 ， 因 为 它 的 可 能 性 更 少 。 二 进 制 的 加 法 表 和 
来 法 表 非 第 非常 小 : 





我 要 将 这 坚 加 法 和 乘法 的 运算 规则 应 用 在 本 间 的 第 二 个 例子 中 。 这 
是 一 个 性 守 了 图 天 约定 的 机 硕 ， 它 将 会 用 二 进 制 计算 2 的 平方 根 。 其 
实 ， 如 过 假定 二 进 制 小 数 点 在 所 有 数位 之 前 ， 那 么 机 占 计 算 的 下 
E 


也 就 是 十 进 制 的 0.70710678...。 为 了 让 讲解 清晰 易 懂 ， TE FH IBD LAS HY , 


J? 
我 将 假设 它 计算 的 是 
这 个 机 器 执行 的 算法 每 次 计算 一 个 二 进 制 位 。 假 设 机 器 已 经 运行 了 


I? 
一 段 时 间 ， 并 已 确定 了 前 四 位 。 oo ee 相当 于 
3 


十 进 制 的 5 或 者 1.375。 下 一 位 是 什么 ? 这 个 机 器 的 策略 就 是 ， 总 是 假 
定 下 一 位 是 1。 要 检验 这 样 做 是 否 正确 ， 把 1.0111 和 和 它 上 自身 相 乘 : 
1.0111 
x1.0111 


10111 
10111 
10111 
00000 
10111 


10.00010001 
这 个 结果 超过 了 2， 所 以 假设 不 正确 。 第 五 位 应 该 是 0， 因 此 得 到 的 前 五 
位 变 成 了 1.0110。 我 们 用 同样 的 方法 确定 第 六 位 。 假 设 第 六 位 是 1， 让 
1.01101 乘 以 日 号 : 
1.01101 
x1.01101 


101101 
101101 
101101 
000000 
101101 


1.1111101001 
得 到 的 结果 小 于 2， 所 以 假设 是 正确 的 。 我 们 得 到 了 前 六 位 : 1.01101, 
ud 

用 十 进 制 表示 束 是 32 B 1.40625. 

显然 ， 图 灵机 需要 用 乘法 来 计算 2 的 平方 根 。 一 般 来 说 ， 两 个 多 位 
数 相 乘 需 要 其 中 一 个 数 的 每 一 位 和 另 一 个 数字 的 每 一 位 相 滋 。 假 设 一 个 

手 算 乘 法 时 ， 我 们 一 般 用 一 个 数 的 其 中 一 位 乘 以 整个 男 一 个 数 ， 产 
生 n 个 或 m 个 局 部 乘积 ， 然 后 再 将 它们 加 在 一 起 。 我 将 展示 的 机 器 以 一 
种 稍 有 不 同 的 方法 进行 乘法 计算 一 一 在 乘法 过 程 中 始终 维护 一 个 过 程 
和 。 每 个 位 与 位 相 乘 的 结果 都 将 加 进 这 个 过 程 和 中 。 这 种 特殊 的 加 法 有 
一 个 很 微妙 的 地 方 束 是 ， 每 个 位 与 位 相 科 的 结果 一 般 来 说 并 不 是 加 到 过 
程 和 的 最 低位 上 ， 而 是 中 间 的 某 个 位 置 。 

例如 考虑 1.01101 乘 以 它 自 里 。 其 六 位 数 的 每 一 位 都 必须 与 目 里 以 
及 其 他 5 位 相 乘 ， 所 以 肯定 需要 36 次 位 与 位 的 乘法 。 乘 法 本 身 很 简单 : 
当 1 乘 以 1 时 ， 结 果 是 1; 其 他 情况 下 ， 结 果 是 0。 这 个 结果 要 加 到 过 程 和 
的 哪 一 位 取决 于 相 乘 的 两 位 在 数 中 的 位 置 。 如 果 将 右 起 第 三 位 乘 以 右 起 
第 四 位 ， 其 结果 会 加 在 过 程 和 的 右 起 第 六 位 。 将 开始 位 记 作 第 0 位 
时 ， 这 样 会 更 说 得 通 一 些 : 碳 起 第 三 位 变 成 了 第 2 位 ， 右 起 第 四 位 变 成 
了 第 3 位 ， 加 起 来 是 5， 乘 积 束 该 加 到 这 个 位 置 上 。) 

计算 2 的 平方 根 的 二 进 制 表示 时 ， 我 们 总 是 需要 让 一 个 n 位 数 与 目 刁 
相 习 。 如 果 结 果 有 有 (2n-1) 位 ， 束 意味 着 该 结果 小 于 2， 那 么 最 后 一 位 是 1 
Wize EAGAN; 如 果 结 果 是 2nfY， 那 么 结果 将 超过 2， 所 以 新 的 最 后 一 位 
将 是 0。 这 台 机 器 将 利用 这 个 结论 来 确定 每 一 个 新 的 数位 是 0 还 是 1。 

我 即将 展示 的 机 器 符合 图 灵 的 约定 ， 这 意味 看 在 计算 过 程 中 ， 打 印 
在 F- 格 上 的 只 能 是 2 的 平方 根 中 一 个 接 一 个 的 数字 。 其 他 的 一 切 包 
括 维护 乘法 的 过 程 和 -都 是 在 E- 格 完成 的 。 

这 个 图 灵机 还 是 从 m- 格 局 begin 开 始 。 它 采用 @ 符 号 而 不 是 中 央 元 
音 来 表示 哨兵 〈 在 如 今 的 计算 机 上 ， 这 是 一 个 更 加 简单 的 符号 ) 。 这 个 
图 灵机 以 打印 哨兵 和 数字 1 开始 。 





m- 格 局 fj PEE meee m- 格 局 
begin none P@, R, P1 new 


这 样 ， 机 带 开 始 时 所 做 的 唯一 假设 ， 残 是 2 的 平方 根 大 于 1 但 小 于 2。 


这 个 图 灵机 一 旦 准备 好 计算 新 的 一 位 ， 束 会 回 到 m- 格 局 new。 这 个 
格局 将 读 写 涉 移 动 到 最 左边 的 数字 上 。 


[E R mark - digits 
new S = 
else L new 


假设 机 器 已 经 计算 出 了 前 几 位 ， 让 我 们 来 看 看 机 器 此 后 的 行为 ， 这 
样 会 更 容易 理解 机 器 的 其 余部 分 。 下 面 是 一 条 已 经 计算 出 前 三 位 的 纸 
市 ， 这 是 1.25 的 二 进 制 表 示 。 机 融 接 看 将 在 标 有 问 写 的 格子 中 打印 第 四 
位 《我 将 它 称 为 "未知 ”位 ) : 

Sr Wm Iu eee: 
这 个 问号 标记 是 为 了 方便 理解 ， 它 并 没有 真正 出 现在 纸 市 上 ， 也 没有 被 
HLAS Pr f HH e 
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的 “标记 ? 指 的 是 在 一 个 数字 的 右边 打印 一 个 符号 。) 这 些 x 标 记 在 这 合 
Hla PHIFER RAW A RAE BIL CAS 332875020. PALA. m- 
局 mark-digits 将 用 x 标记 所 有 已 知 的 位 ，z 标 记 未 知 的 位 (我 将 在 和 后 解 
释 为 什么 这 么 做 ) ， 并 在 过 程 和 的 最 低位 上 打印 一 个 r: 

[0 R, Px. R mark- digits 
mark-digits <1 R, Px, R mark-digits 
[none R, Pz, R, R, Pr find-x 
现在 ， 纸 市 是 这 样 的 : 
TD EIS EL J E L34 L4 Ls 
"是 过 程 和 的 最 低位 ， 我 们 应 该 把 它 看 作 一 个 0。 下 面 这 一 段 会 为 每 个 x 
打印 两 个 r， 并 在 此 过 程 中 擦 去 x 标记 ，。 








E E first -r 
find - x (a N find - digits 

else E find- x 

I RR last-r 
first -r ‘ 

[else R.R first -r 

ÍT R.R last-r 
last -r 4 

| none Pr. RR Fr find-x 


这 个 纸 市 现在 有 一 个 七 位 的 过 本 和 ， 代表 初始 值 0000000: 





在 过 程 和 中 ， 数 位 的 顺序 总 是 和 计算 出 的 数字 相反 。 过 程 和 的 最 低 
位 在 左边 。 如 果 未 知 位 是 1 这 个 假设 是 正确 的 ， 那 么 在 过 程 和 中 初始 设 
EERE T. 如 果 还 需要 第 八 位 ， 那 么 未 知 的 位 就 是 0。 

机 需 中 需要 目 滋 的 数 由 已 经 算 好 的 数 《〈 本 例 中 是 101) 和 一 个 假定 
为 1 的 新 数位 组 成 ， 所 以 实际 的 数 是 1011。 为 了 记 住 是 哪 一 位 正在 乘 以 
其 他 每 一 位 ， 机 喜 将 用 字符 xX、y 和 z 给 数字 做 标记 。 在 做 乘法 运算 的 任 
何 时 刻 ， 只 有 一 位 标记 为 x*， 一 位 标记 为 y 并 且 被 x 标记 的 数字 应 当 和 被 y 
标记 的 数字 相 和 条。 如 果 标 记 为 x 和 y 的 数字 正好 是 同一 个 ， 那 么 我 们 束 使 
用 字符 z， 所 以 任何 标记 为 z 的 数字 都 将 和 自身 相 乘 。 

这 就 是 为 什么 未 知 位 (假设 为 1) 有 一 个 初始 标记 z。 第 一 次 的 乘法 
涉及 未 知 位 乘 以 自身 。 iad pe eH 分 析 时 ， 记 住 下 面 这 一 点 将 
会 很 有 帮助 : 在 乘法 运算 中 ， 每 一 位 都 可 能 被 标记 为 x， 每 一 位 都 可 能 
被 标记 为 y， 或 者 仪 有 一 ir Eier. 

现在 ， 我 们 准备 开始 首次 的 位 与 位 相 滋 了 。 这 个 机 器 要 么 将 两 个 分 
别 标 有 x 和 y 的 位 相 乘 ， 要 么 将 标 有 z 的 位 进行 自 乘 。m- 格 局 find-digits 先 
追溯 到 哨兵 ， 然 后 转 到 find-lst-digit 寻 找 最 左边 那个 标记 着 x、y 或 z 的 数 


RS 


a 


- m R.R find - 1st - digit 
find - digits ae 
else L L find - digits 
[x L found - 1st - digit 
| | 了 L found - 1st - digit 
find - 15st - digit Y Ht 
| L found - 2nd - digit 
[none R R find - 1st - digit 


如 果 find-lst-digit 检 测 到 了 x、y 或 者 z， 它 会 将 读 写 头 置 于 这 一 位 
上 。 根 据 不 同 的 标记 字母 ， 图 灵机 将 转换 到 found-1st-digit 或 者 found- 


2nd-digit . 

如 果 第 一 个 被 标记 的 数字 是 0， 那 么 我 们 就 不 需要 第 二 个 数字 了 ， 
因为 无 论 如 何 结果 都 将 是 0。 所 以 我 们 可 以 通过 add-zero 将 0 加 到 当前 等 
只 和 中 。 


R add - zero 
R, R, R find - 2nd - digit 
如 泉 第 一 个 数字 是 1， 那 么 我 们 必须 找到 第 二 位 数字 。 机 器 会 搜索 
第 二 个 标 有 x 或 者 y 的 位 。 


fo 
found -1st-digit — i 


iy L found - 2nd - digit 
find - 2nd -digit ^ 4v L found - 2nd - digit 
= R.R find - 2nd - dizit 
第 二 位 决定 了 加 入 过 程 和 的 是 什么 。 
U R add- zero 
found - 2nd -digit «1 R add - one 
uie R add - one 


需要 注意 的 是 ， 衬 的 F- 格 是 那个 未 知 位 ， 我 们 已 经 假定 了 它 是 1。 
在 我 们 的 例子 中 ， 标 记 为 z 的 位 是 未 知 位 ， 所 以 add-one 会 给 过 程 和 加 
1. 


25 REA NOI Hs ATE ATT Agi, (Ase, AREA 
TITA, BLISS AD rm mos it T PEEP 

FE RTH IB EH Un 16 A E-H EEN, BS B di E BEDAE 
的 是 0。 字 母 s: 和 t 表 示 的 也 是 0， 而 u、v、w 表 示 的 都 是 1。 当 位 与 位 相 乘 
es Am dE PF APRA — £8 ARR 6 E — fr 


m- 格 局 add-zero 会 将 它 第 一 个 找到 的 r 变 成 s， 或 者 第 一 个 uv 变 成 v: 





p Ps add - finished 
add-zero <u Py add - finished 
else RR add- zero 





Kr REKO) Eks RKO) 以 及 将 u (代表 1) ky RKL), 
可 以 保证 在 下 次 有 数字 加 进 过 程 和 时 ， 它 会 被 加 到 下 一 位 上 。 

将 1 加 到 过 程 和 中 需要 做 的 更 多 。 第 一 个 r CRO) BA CN 
1) ， 或 者 第 一 个 u (代表 1) 变 为 4 (RKO) 。 对 于 后 者 ， 还 需要 进行 
进位 的 操作 。 


P Py add - finished 
add-one <H Ps, R, R carry 
else R.R add - one 
如 果 进 位 导致 有 数字 与 入 了 空格 中 ， 那 么 过 程 和 将 超过 2， 这 样 格 
局 就 变 为 了 new-digit-is-zero: 


| r Pu add - finished 
carry none Pu new - digit -is - zero 
|, Pr, RR carry 


TEXETT Y 98 — IX DLIS AR, FPA A REA Pa, WE 
T: 





注意 第 一 个 r 已 经 变 成 了 v (代表 1) 。 

现在 ， 必 须 移动 x、y 和 z 标 记 来 表示 下 一 对 要 相 乘 的 位 。 一 般 来 
说 ，x 标 记 会 左 移 一 个 字符 。 【回想 一 下 ，z 标 记 表 示 x 和 yy 标记 在 此 重 
合 ， 所 以 这 时 候 标 记 z 会 变 为 y 标 记 ， 并 且 x 标 记 印 在 左边 一 位 ) 。 但 
是 ， 当 标记 x 到 达 最 后 〈 超 过 最 高 位 ) 时 ，y 标 记 会 左 移 一 个 字符 ，x 标 
记 移 回 最 右边 的 数字 。 当 标记 到 达 最 后 时 ， 乘 法 残 完 成 了 。 

开始 时 ， 恋 与 头 会 移 到 哨兵 点 : 


pes (@ R, R erase - old - x 
add - finished : 
else LL add - finished 


如 果 erase-old-x 找 到 一 个 x， 那 么 会 把 它 控 去。 如 果 找 到 一 个 z， 整 
会 用 y 取 代 它 。 不 管 是 哪 种 情况 ， 读 写 头 都 会 移动 到 左边 下 一 个 上 E- 格 : 


[x P do print -new - X 
erase - old - x | Z Fy Id print - new - X 
else R.R erase - old - x 


现在 可 以 打印 下 一 个 x 标记 了 了 : 


(QU R, R erase -old - y 
print -new - X4 y Pz find - digits 
none Px find - digits 


我 们 例子 中 的 纸 带 现在 可 以 回 到 find-digits 步 又 ， 为 下 一 次 的 位 与 
位 相 乘 做 准备 了 : 





ORAL. SERRARA MUNERA, 只 不 过 \ 过 这 一 次 将 加 在 
P ME, HJEM 是 会 加 到 最 左边 的 7 或 者 u 上 : 





[ B po 


CE ee Gee 


SSIS: 


ej jox[1| [?]y| |v| vj st irj Jr] def jrj- 








e|1x,0) [1l j?y/ ivi jv] st [rj jr) Irl Jri Jes 


新 的 位 与 位 相 乘 的 结 来 使 得 最 左边 的 r 变 成 v: 








现在 ，x 蕊 上 束 要 移 进 哨兵 的 位 置 7『。 这 种 情况 束 由 erase-old-y 和 
print-new-y Ah J£ : 


Wy ES LOL print -new - y 
” Jelse R; dX erase - old -y 
J@ R new - digit -is- one 
J else Py, R reset - new -X 


值得 注意 的 是 ， BUR b Gy U.C ERE FS IDE EE S > 整个 乘法 就 结 
束 了 ， 并 且 过 程 和 没有 洲 出 分 配给 它 的 空间 。 这 样 我 们 就 知道 了 ， 未 知 


LAE. 
AR, Pics E E BIA eR, ER ADE: 
| none Rk, Px flag - result - digits 
reset - new - x ‘ | 
else R.R reset - new -x 


Wm. ART HI TCR LAE AN P Bran: 





我 们 还 需要 做 许多 事情 。 下 一 个 位 与 位 相 乘 的 ipa ;要 加 到 过 程 和 
的 第 二 位 上 。 为 此 ， 当 前 累 各 和 的 第 一 个 或 者 v 要 (对 应 地 ) 变 为 或 


者 WwW: 


| : Pt, R.R unflag - result - digits 
flag-result-digits — «v Pw. RR unflag - result - digits 

ehe — RR [lag - result - digits 
剩 下 的 sS 和 v 则 《对 应 地 ) SE Ar Alu: 

Pr. R.R unflag - result - digits 
unflag - result - digits ; v Pu. RR unflag - result - digits 

| Ise N find - digits 


这 个 过 程 确 你 下 一 个 位 与 位 相 乘 的 结束 会 加 到 过 程 和 的 正确 位 置 。 
现在 纸 市 其 正 做 好 了 进行 下 次 位 与 位 相 乘 的 准备 ， 这 个 位 与 位 相 乘 


i 埋 朱 会 加 到 过 程 和 中 第 一 个 r 或 者 uv 的 地 方 。 


91: toj yw ni Jul [rp [ry [rj je 


整个 乘法 将 会 以 两 种 方式 中 的 一 种 结束 ， 这 两 种 方式 你 都 已 经 看 到 
过 了 。 如 有 果 机 器 试图 将 过 程 和 进位 到 一 个 空格 中 ， 那 么 我 们 知道 结果 肯 
定 会 超过 2， 未 知 位 一 定 是 0， 格 局 就 会 变 成 new-digit-is-zero。 或 者 ， 如 
果 y 标 记 下 一 步 该 到 哨兵 的 位 置 ， 那 么 整个 滋 法 瓯 完 成 了 ， 并 且 过 程 和 
没 超过 2， 格 局 变 为 new-digit-is-one。 

这 两 块 基本 上 是 一 样 的 。 首 先 ， 机 器 会 回 到 哨兵 点 : 

— t R print - zero - digit 
new -digit-is-zero 4 ` om 
‘else L new - digit - is - zero 

现在 ， 机 器 可 以 找到 空格 ， 并 在 那里 打印 0。 在 移 过 所 有 数字 的 时 

候 ， 它 可 以 控 除 所 有 还 留 着 的 标记 。 






1 R,E,R print - zero - digit 
print-zero-digit | R.E.R print - zero - digit 
- PO.R. R, R cleanup 
类 似 地 ，m- 格 局 new-digit-is-one 会 打印 一 个 1， 作 为 新 的 数位 ， 然 
后 也 进入 cleanup 模 式 : 
M. a |@ R print -one - digit 
new - digit - is- one: ` N 
lelse L new - digit - is - one 
| 0 RER print -one - digit 
print-one-digit < | R.E.R print - one - digit 
Lui P1, R, AR cleanup 


在 打印 出 新 的 数位 后 ，m- 格 局 cleanup 移 除 过 程 和 ， 然 后 为 计算 下 
一 个 数位 跳 转 到 new 格 局 。 


{none N new 
lelse E, R,R cleanup 
WEE, BIE PAC AN BVP EH Y. ME EE SETEL SS 


位 了 。 


cleanup 





很 明显 ， 图 灵机 并 不 是 一 个 对 程序 员 友 好 的 环境 。 大 部 分 编程 语言 
站 
平方 

然而 ， 这 些 平方 根 函 数 往往 部 有 精度 限制 。 现 在 的 大 部 分 计算 机 语 
言 都 采用 美国 电气 和 电子 工程 师 协会 IEEE)〉 的 标准 来 存储 浮 点 数 。 一 
个 双 精 度 的 浮 点 数 只 能 存储 精确 到 52 位 的 二 进 制 小 数 ， 或 者 大 约 15 到 16 
位 左右 的 十 进 制 小 数 。 如 果 你 需要 一 个 更 加 精准 的 数字 ， 很 可 能 就 要 目 
己 想 办 法 了 (直到 最 近 ， 才 出 现 了 很 多 更 高 精度 的 数学 函数 ) 。 要 想像 
图 灵机 那样 能 执行 任意 多 位 数 的 运算 ， 你 会 友 现 你 要 做 的 会 和 我 刚刚 摘 
述 的 过 程 差 不 了 多 少 。 

在 一 台 真 实 的 计算 机 上 ， 你 至 少 可 以 很 方便 地 进行 加 法 和 乘法 运 
算 。 如 果 你 眼前 的 任务 在 一 人 台 图 灵机 上 实现 几 种 不 同类 型 的 函数 ， 你 可 
能 需要 考虑 组 建 一 个 第 用 表 集 ， 作 为 积木 来 搭建 一 些 更 为 复杂 的 表 。 

这 正 是 图 灵 下 一 步 所 做 的 ， 虽 然 他 的 真正 目标 是 建立 一 个 可 以 模拟 
任何 其 他 机 器 的 通用 机 .。 





ti ff -ES HUS Alan Turing: The Enigma (Simon & Schuster, 

1983) ,95。 

421 2843), Alan Turing, 113. 

431 同上 。 

Mal 阿兰 .图 姑 ，“Systems of Logic Based on Ordinals", Proceedings of the 
London Mathematical Society, 2nd Series, Volume 45 (1939) , 161- 
228. ÆHF- BIR, Collected Works of A.M.Turing: Mathematical 
Logic (Elsevier, 2001) , 161-228, 以 及 B.Jack Copeland, ed., The 
Essential Turing (Oxford University Press, 2004) , 146-204. 

sl 2243), Alan Turing, 152. 


TB 7 ES 
子 程序 


每 个 程序 员 虱 在 几乎 所 有 的 编程 工作 中 频 粽 过 到 某 些 类 型 的 任务 。 
有 时 候 ， 这 些 任务 是 完全 相同 的 ; 更 多 情况 下 ， 它 们 是 有 些许 区 列 的 。 
其 至 在 我 们 前 面 所 到 的 计算 2 的 平方 根 的 机 带 中 ， 夯 干 m- 格 局 部 古 相当 
相似 的 。 例 如 下 面 三 种 m- 格 局 : 


@ R mark - digits 
new 1 
else Z new 
ee t | (à R print - zero - dizit 
new-digit-is-zero < ge 
else L new - digit -is - zero 
gw ox i R print - one - digit 
new-digit-is-one  . ce, 
else Z new - digit -is - one 


EVRA, xtSm-F8S BINAE, BBE E|— ME 
兵 。 然 后 ， 把 读 写 头 同 右 移动 一 个 位 置 《在 最 左边 的 数字 上 ) ， 接 痢 机 
Ai Fe PR Bl) 73 — “Sm -F Jel e 

TTC TE Lat H rra BEA EE A Am- J, HAA E PE ES) LE 
PENRI Hm- wei A POA. EA ELS BUR HH xe BS DURS] HI 
PRR, Mute oi] HY ETE 

我 们 把 将 读 与 头 移 回 哨兵 的 m- 格 局 称 为 goto-sentinel。 于 征 ， 当 与 
入 茶 个 特定 机 项 的 状态 ， 并 且 力 要 把 恋 写 头 置 于 啊 兵 右 侧 的 数字 上 时 ， 
只 需要 给 出 m- 格 局 goto-sentinel， 而 不 用 重复 地 畏 明 如 何 去 做 。 这 样 不 
— c 而 且 〈 从 理论 上 〉 可 以 帮助 任何 查看 该 机 器 的 人 理 
EU. 

RATE EACH A ET EXE X goto-sentinel: 
@ R 72227 
zoto-sentinel -+ 
[else Z goto - sentinel 


MWA Ete AS ABER AS Ta AY IRE S PLAS CE d BUG ez Ja, 
必须 转 同 男 一 个 m- 格 局 ， 但 事实 上 ， 只 有 我 们 真 的 使 用 f goto- 
sentinel， 机 项 才能 知道 要 转 回 哪 一 个 m- 格 局 。 我 们 需要 荣 种 指明 最 终 
m- 格 局 的 方法 ， 以 保持 goto-sentinel 的 灵活 性 。 

解决 方法 是 将 goto-sentinel 定 义 成 非 党 类 似 数 和 学 函数 的 形式 ， 其 中 
最 终 m- 格 局 就 是 这 一 函数 的 参数 : 
| (& R A 
goto- sentinel(A) : 
| else L goto - sentinel(A) 

现在 ， 我 们 可 以 不 再 使 用 new、new-digit-is-zero 各 new-digit-is-one 
这 些 m- 格 局 了 。 在 进行 平方 根 运 算 的 机 器 运行 的 最 开始 ， 我 们 不 用 把 
begin 转 癌 new， 有 再 把 new 转 同 mark-digits， 可 以 指定 : 

begin none P@, R, P1 goto - sentinel(mark - digits) 也 不 用 像 下 面 这 
样 把 carry 定 义 成 转 同 new-digit-is-zero: 


r Pu add - finished 
carry i none Pu new -digit -is - zero 
u Pr, R.R carry 
mæt 18 le] goto-sentinel, 7% Ja 8142 4llprint-zero-digit: 
F Pu add - finished 
carry inone Pu voto - sentinel(print - zero - digit) 
T Pr,R,R — carry 





pu Zilprint-zero-digit, 你 是 人 否 友 现 它 与 print-one-digit 相 比 ， 除 了 打 
印 的 数位 不 同 ， 功 能 上 是 完全 相同 的 ? 更 好 的 做 法 是 定义 一 般 的 print- 
digit 国 数 ， 其 参数 吏 是 要 打印 的 字符 : 


h KR. print - digit(a) 
print-digit(a) 41 KR RR print - digit(a) 
[nane Pa.R,R.R cleanup 


HEX AUn-—ÍrTHJPatRTEZeBg. SRdTEDBJ-E E print-digith Z 
数 。 此 时 ，m- 格 局 carry 变 成 了 : 


i Pu add - finished 


carry none Pu goto - sentinel(print - digit(0)) 


|| 


lu Pr. R.R carry 
m-f% /aprint-new-y CHK JU TAA ET eX Hi a new-digit-is- 
one) 2H: 


Y @ R goto - sentinel(print - digit(1)) 
print-new-y 4- 
j "else PyR reset - new - x 


PEW FEY RIR Ra aS SE aee ANE SETS BS OT A AA 
IH DG. MJET KARTA, f TAPER DU Ee TREY. ELE 
RK, PREP ORAL SALE Fe P reall H] BY 28 F4] Ho 

阅读 本 书 的 程序 员 在 把 他 们 对 子 程序 的 理解 应 用 到 这 些 市 参数 的 格 
局 上 时 ， 需 要 谨慎 些 。 这 些 笠 局 最 初 主要 用 来 前 明 图 元 机 的 结构 ， 并 且 
SERER A. KERA MHR A RE A A a a A 


“图 灵 在 选 定 <m- 函 数 * 这 个 相对 更 好 的 术语 前 ， 把 这 些 带 参数 的 格局 
称 为 “骨架 表 ”， 并 把 使 用 “骨架 表 * 的 机 器 表 叫 做 “ 缩 略 表 ”。 


4. Abbreviated tables. 

There are certain types of process used by nearly all machines, and 
these, in some machines, are used in many connections. These processes 
include copying down sequences of symbols, comparing sequences, 
erasing all symbols of a given form, etc. Where such processes are 
concerned we can abbreviate the tables for the m-configurations 
considerably by the use of “skeleton tables”. In skeleton tables there 
appear capital German letters and small Greek letters. 


4. FEK 
AEE LEAT A IN Las abe A, HHE ELARA, HE 
程 会 在 很 多 情况 下 使 用 。 这 些 过 程 包括 复制 符号 序列 、 比 较 序列 、 
删除 茶 一 形式 的 所 有 符 扎 等。 在 使 用 这 些 过 程 的 地 方 ， 我 们 可 以 使 


用 “骨架 表 " 来 大 大 简化 表 中 的 m- 格 局 。 骨 架 表 里 通常 使 用 大 写 德 文 
字母 和 小 写 希 腊 字母 。 


令 人 惊讶 的 是 ， 大 写 德 文字 母 比 它们 相应 的 小 写字 母 更 难 读 。 所 
幸 ， 图 灵 只 使 用 了 A 到 E 之 间 的 字母 ， 不 过 借助 大 号 字体 来 熟悉 这 些 大 
写字 母 还 是 会 有 帮助 的 ; 


A b G&G L E 
(9$ € o6 


要 特别 注意 ， 字 母 A 看 上 去 更 像 U， 也 要 留意 C 和 E 之 间 的 细微 差 
ajo HRES TEP EHA TE Ee RHEA By. 


These are of the nature of “variables”. By replacing each capital 
German letter throughout by an m-configuration 
[236] 
and each small Greek letter by a symbol, we obtain the table for an 
m-configuration. 


这 些 是 “变量 ”的 性 质 。 把 每 一 个 六 与 德 文字 母 用 一 个 m- 格 局 代 
€. B- TY) Sele tote sets, SM mn e sy 
于 m- 格 局 的 表 。 


我 在 例子 中 使 用 大 写 拉 本 字母 表示 m- 格 局 ， 而 岁 灵 使 用 了 大 写 的 德 
文字 母 。 我 使 用 小 写 拉 本 字母 表示 一 个 符号 ， 而 图 元 使 用 的 都 是 小 写 硕 
音字 母 。 他 的 例子 中 通 第 包含 多 个 参数 。 

现在 的 子 程序 (比如 sgrt) 保存 在 称 为 库 的 文件 中 ， 程 序 员 通过 指 
定名 字 来 使 用 它们 。 其 至 可 以 说 ， 整 个 操作 系统 ， 比 如 Unix、Windows 
或 者 Mac 操 作 系 统 ， 都 主要 由 可 供 运 行 在 该 操作 系统 上 的 应 用 程序 使 用 
的 子 程序 组 成 。 

然而 ， 对 图 灵 来 说 ， 肯 架 表 的 存在 仅仅 是 为 了 让 其 更 大 的 机 需 更 易 
于 构建 〈 从 他 的 角度 ) ， 并 且 更 易于 疯 谈 和 理解 〈 从 我 们 的 角度 ) 。 


The skeleton tables are to be regarded as nothing but abbreviations: 


they are not essential. So long as the reader understands how to obtain 
the complete tables from the skeleton tables, there is no need to give any 
exact definitions in this connection. 


ARM Me T Hilde, CIFAER. HEN 
ieie en m p 
J 定义 了 。 


图 隶 说， 骨架 表 不 十 必 不 可 少 的 ， 的 确 如 此 。 如 果 骨 架 表 只 是 作为 
一 个 有 趣 的 概念 而 提出， 并 且 只 限于 论文 的 这 一 市 ， 那 么 很 容易 锯 略 
过 。 人 然而， 图 灵 正 在 为 他 的 通用 机 创造 条 件 ， 而 通用 机 广泛 采用 了 本 六 
半 述 的 骨 玉 表 。 如 果 没 有 这 坚 表 ， 对 通用 机 的 说 明 可 能 更 见长 也 更 复 
2] o 

Alt, SWRA RA A, EAS yy RE. EIES TE 
TERRI, MHDR S ROE S OBE La E) 
Zn. RA ine PRC NM Se. Wr EF- ME- RRM. E-H 
依然 是 可 探 除 的 。 在 通用 机 中 ，F- 格 包含 更 多 的 是 字母 而 不 是 数字 。 尺 
管 如 此 ， 机 器 总 是 顺序 地 从 左 往 右 地 打印 F- 格 ， 且 不 擦 除 之 前 的 符号 。 
因此， 一行 中 夺 出 现 两 个 空格 ， 则 表明 那个 后 的 右边 没有 F- 格 。 


Let us consider an example: 





我 们 来 看 个 例子 : 


m- 格 E nET ‘T 为 i Am- BA 


HG 25. g) 在 KG, 25 &) 这 小 m- 格 
nta L {6So) 局 中 如 采 机 路 找到 左边 季 
Kat Cha), Hm- 


5 
Q! - a By Heo JË 如 果 没 有 mw， i 
i a | ñ aj : [Ee ^ [ 
AlE, 95, a) (not o R nO Su m- Ay Frey 


m 


(E, 95. a) 


Noe R  f(68,95,9) 


a e 
fal, $5 y) not a h aE, SS, a) 
Noe R 由 


他 本 可 从 更 简单 的 例子 开始 ， 但 是 这 个 例子 的 优点 在 于 ， 它 可 以 展 
示 出 所 有 的 特性 。 图 元 在 表 的 右边 给 出 了 解释 。《〈 图 元 在 定义 通用 机 的 
时 候 也 把 解释 放 在 了 表 的 右边 


尽管 图 灵 真 正定 义 的 是 一 个 名 为 J 的 函数 ， 但 是 这 个 函数 要 求 
T p eR kT ;和 j 2。 它们 部 有 三 个 相同 的 参数 : 两 个 m- 格 
局 和 一 个 符号 。 j 把 读 写 头 回 元 移 动 ， 直 到 过 到 一 个 中 央 元 音 ， 此 


时 m- 格 局 转 问 j 1。 REJEA Dea, RSMA. QER, a 


m e 
\ 
HE j 的 第 三 个 参数 。) WREN — Aa, E Fe m-i fy e —— 


9 — — 


j 的 第 一 个 参数 。m- 格 局 j ;和 j ARIHI “EM EN WA AR 
地 找到 一 行 里 连续 的 两 个 空格 。 当 j 1 过 到 一 个 空格 的 时 候 ， 它 转换 


成 E 。 如 末 接 下 来 的 字符 不 是 空格 ， 它 义 转 换 回 j p AAS 


- 


j ,再 过 到 一 个 空格 (这 个 空格 一 定 是 一 行 中 连续 的 第 二 个 空格 ) 
J SA Ta 

时 ， 则 停止 ， 并 且 转 同 m- "LS 

种 情况 下 是 没有 a 的 。 


第 二 个 参数 。 在 这 


f y 
因此 ， 代表 J find. 如 果 它 找到 了 a， 则 转 问 m- 格 局 me 
写 头 将 设置 在 第 一 个 〈 最 左边 的 ) a 处 。 如 果 它 找 不 到 a， 就 会 转 癌 m- 格 


S 
se, 


H 


事实 上 ， 这 个 表 里 有 令 人 困惑 的 地 方 。 在 两 个 m- 格 局 j E! j 
JF, “not WREE ERR EE A ETE, KARA AeA aa 
考虑 到 了 “None” 即 空格 的 情况 。 然 而 ， 第 一 个 m- 格 局 不 包 合 “None” 情 
况 ， 为 一 臻 起见 ， 它 应 该 包含 这 一 情况 。“None” 应 该 和 “not p 
况 是 一 样 的 。 

在 一 个 完整 机 需 的 表 里 ， 应 该 采用 类 似 下 面 最 终 m- 格 局 列 中 的 条 目 
来 指示 骨架 表 : 


m- 格 局 ^P cr PRTE 了 最 终 m- 格 局 


Hg, t, X) 


C * 
其 中 ，m- 格 局 ] 和 [ 应 该 在 机 器 的 其 他 地 方 定义 ，x 应 该 是 机 器 


使 用 的 一 个 从 号 。 
CIB 


, and a by x, we should have a complete table for the m- 


If we were to replace throughout by 


(say), by 


configuration Ka, 5 ) 


加 可 9, t 
假设 把 所 有 的 uo qon, TU “ RE at 
蔡 ， 那 么 我 们 会 得 到 m- 格 局 八路 YX) 的 一 个 完整 表 。 
在 完整 机 器 的 上 下 文中 ， 这 个 骨架 表 可 以 有 效 地 扩展 为 下 表 ， 


m- 格 局 ” 符号 ”操作 ”最 终 m- 格 局 


9 ]: 站 
nota L f 

x 0 

H not x R H 
None [2 

X g 

b> not x R h 
None R t 


HF :] — Ls n] B6 d XC Fd ER j ， 因 此 ，m- 格 局 
F 


FH :的 扩展 厂 在 每 次 使 用 时 都 需要 不 同 的 名 字 。 


is called an “m-configuration function” or “m-function”. 


WERKIE "m-TiS Jay PAB” BK *m- ER BL” 
是 一 个 比 “ 骨 架 表 ”更 好 的 名 字 。 一 般 情 况 下 ， 我 会 把 它们 简称 为 


EX PAARI EN A 


The only expressions which are admissible for substitution in an m- 
function are the m-configurations and symbols of the machine. These 
have to be enumerated more or less explicitly: they may include 


Pr x) 


expressions such as ; indeed they must if there are any m- 
functions used at all. 


M-K 23 Hp o VE AS a PATI AX RUE Harm- AGF Sr. EX 
多 或 少 地 还 是 有 必要 明确 地 把 它们 列举 出 来 ， 它 们 可 能 包括 


P (8, 这样 的 表达 式 。 事实 上 ， 如 果 使 用 了 任何 m- 函 数 ， 则 一 
定 会 包含 这 样 的 表达 式 。 


| 
— Lae eee 


| 
inp widen C. abba 


谍 。 

令 图 灵 焦 虑 的 是 ， 一 个 m- 函 数 的 参数 可 以 是 其 他 m- 函 数 。 换 句 话 
说 ，m- 函 数 可 以 艇 套 。 【不 要 担心 ， 你 会 看 到 很 多 这 样 的 例子 。) 问题 
RE Ret HE IC VTC IR VA. FC BRA eta T BRA RI DAS AAS, Bae 
fala] S TRAA Tf 8 PS ER SOC SOSDA IR PS PA MRF 
BRE M. BMA Mla ae Baca Am- meow SA RTP 
SA) Lae HY) Sec 8) KE X 


If we did not insist on this explicit enumeration, but simply stated 
that the machine had certain m-configurations (enumerated) and all m- 
configurations obtainable by substitution of m-configurations in certain 
m-functions, we should usually get an infinity of m-configurations; e.g., 


we might say that the machine was to have the m-configuration J 


and all m-configurations obtainable by substituting an m-configuration 


for © in p(&). Then it would have 


\ ... aS m-configurations. 


ALL BATT AN ME RECESS AS, rf Hoe fn] ERO I PS oss 
有 未 些 特定 的 m- 格 局 《并 列举 出 来 ) ， 以 及 所 有 可 以 通过 代 换 东 些 
特定 m- 函 数 中 的 m- 格 局 得 到 的 m- 格 局 ， 那 么 通 名 情况 下 ， 我 们 会 


得 到 无 穷 个 m- 格 局 。 例 如 ， 假 设 机 器 拥有 m- 格 局 ” ， 以 及 所 有 
p S 

ur buste CE) 里 的 m- 格 局 © resin em, wena 

得 到 如 下 无 穷 个 m- 格 局 : PO) 

P(»(3), P(P(»(3)),.. 

我 们 必须 保证 ， 在 机 器 中 代 换 所 有 的 m- 格 局 之 后 ， 得 到 的 仍然 是 有 


限 数量 的 m- 格 局 。 


Our interpretation rule then is this. We are given the names of the 
m-configurations of the machine, mostly expressed in terms of m- 
functions. 


EBA. CAA Ld m - A PK BA 
m- PK BCH AZ ILS HA o 


RIR he BU sks Fl ARBAN, Jer n] AE, ABM A LAY 


Tfi zs FIR AN XE XC B m- PE BOK ARIA HY e 


We are also given skeleton tables. All we want is the complete 


table for the m-configurations of the machine. This is obtained by 
repeated substitution in the skeleton tables. 


骨架 表 也 给 出 了 。 我 们 需要 的 是 一 张 机 器 的 m- 格 局 的 完整 表 ， 
它 可 以 通过 对 骨架 表 的 重复 代 换 操作 得 到 。 


RIEA AE, KRAMA RAS o WE R RAJA i 
fe SUPA AS HU Us ER] PUE m- R EA BR “mh Fg BY n] « 


[237] 
Further examples. 
(In the explanations the symbol “rarr;” is used to signify “the 
machine goes into the m-configuration...”) 


更 多 例子 
(解释 中 的 符 吕 “一 ”用 来 表示 “机 兰 转 同 东 个 m- 格 局 .2 ) 


图 灵 把 出 现在 骨架 表 右 边 ， 看 上 去 弟 妾 很 隐秘 的 插 述 称 为 “解释 ”。 
这 些 表 的 列 都 杂乱 地 排列 在 一 起 ， 而 且 没 有 列 标题 。 有 些 表 只 包含 m- 格 
局 和 最 终 m- 格 局 ， 而 其 他 的 表 包 含 扫 揪 字符 列 和 操作 列 ， 它 们 必须 根据 
内 容 的 不 同 而 有 所 区 分 。 

图 灵 在 下 一 个 例子 中 ， 给 出 了 一 个 m- 函 数 作为 万 一 个 m- 函 数 的 参 
数 出 现 的 情况 。 


(C, Va) le (E, D,a), 9,0) From «€, $, a) the first a is 


= erased and > ©. If there is no 
aC Da) E é 4139. 


V E On "Ti * i . a 
Sol E e E A ER peo QO» 4n 


Aug, M29 


t" 


AN TEER” o QUT ESAE 2618 HH j FR REAL) 第 一 次 


P 
dime, WRK, PARR EAGER Se Eo DEED 


0 " 
的 第 一 个 参数 古 函 数 | 这 意味 看 如 来 j 找到 了 字符 wa， 它 将 转 
p 
Ir] | 


P] 9 
A re Ti FPR RI DFI, Aat emt Je) 。 如 林 


4 
f 没有 找到 ww， 那么 它 将 转向 m- 格 局 Y 
如 果 你 确实 仔细 检查 了 这 些 情况 ， 而 不 仅仅 是 接受 图 灵 关 于 它 ZEE 


以 运行 的 说 法 ， 那 么 你 可 能 会 质疑 为 什么 l 南 要 这 人 么 多 的 参数 。 


确实 不 需要 这 么 多 ， 它 可 以 被 更 简单 地 定义 为 号 () 
提醒 程序 员 们 :， 你们 可 能 因为 知道 太 多 而 不 能 准确 地 理解 m- 函 数 的 


RE. AE E LHRH 在 传递 给 j HU 4 Zi A TT AAT” HS 
AA, (Be Behe BE A), BE j 的 第 一 个 参数 看 作 


是 给 出 了 j 在 找到 a 后 最 终 转 同 的 目的 地 。 


5 
ARE I : 疯 数 的 第 二 版 本 ， 它 包含 两 个 参数 ， 而 不 十 三 


(55, a) (53, a), 5, a) From «55, a) all letters o are 
erased and > 35. 


= I Le 4 i je hg u hls I x 
(À a) o(o( 3, a), $5, a) wit AD, a)， 将 控 除 所 有 的 
a, REDD 


定义 两 个 拥有 相同 的 名 字 但 根据 不 同 数 目的 参数 进行 了 区 分 的 不 同 
罗 效 ， 是 一 种 非 芝 高 级 的 编程 技术 ， 称 为 玫 数 过 载 ， 这 在 很 多 老 陈 程序 
设计 语言 中 是 个 允许 的 。 

P5 22 BUMAS HY t 函数 调用 三 参数 版 本 的 l PR REE BR BS 
a， 但 是 注意 ， 前 着 也 可 以 作为 后 者 的 第 一 个 参数 。 后 着 成 功 地 找到 并 
日 探 际 了 第 一 个 gq， 然后 转 问 前 者 ， 有 前 者 继续 调用 后 者 来 探 际 下 一 个 a。 
这 个 过 程 一 二 持续 进行 ， 直 到 所 有 的 字符 a 被 擦 除 。 

现在 ， 图 姑 有 效 地 利用 散人 套 和 递归 表示 了 盏 复 任 务 的 执行 ， 这 种 做 
法 是 很 明 乔 的 。 

然而 ， 使 用 两 参数 ! 作为 三 参数 的 一 个 参数 来 执行 两 参数 


， 这 样 的 做 法 看 上 去 会 让 我 们 了 最 担心 出 现 m- 格 局 无 限 众 套 的 情 


f o 


The last example seems somewhat more difficult to interpret than 
most. Let us suppose that in the list of m-configurations of some 


machine there appears (b, x) (= ) Say). 


BURP PA EA KHED T EEE. TB TP m-t 


| | \ 
局 列表 中 出 现 e b. (RiP as = ] ) 


rmm 


| D. 3 

过 程 中 及 挥 作用 。 如 [ ( : Xp AU k 征 机 带 中 便 用 的 m- 格 
| 
! ^ 

局 。 现 在 我 们 可 以 说 » ( , Xe LAT 1 —m-M& F9, FF ALR 


要 我 们 不 使 用 J 代表 机 器 中 任何 其 他 的 m- 格 局 ， 我 们 就 还 可 以 用 


来 表示 这 个 新 的 m- 格 局 。 
y 


3 
实质 上 ， 通 过 在 机 右 的 最 终 m- 格 局 列 中 使 用 ( k Xx) dX 
己 经 给 机 融 增 加 了 万 一 个 状态 。 图 灵 用 两 种 不 同 的 形 却 给 出 它 的 定义 。 


The table is 
e(b, x) e(e(b, x), b, x) 
Or 


q e(q, b, x). 


e(b, x) e(e(b, x), b, x) 


q e(a, b, x). 
(最 后 一 行 末尾 的 句号 是 以 “这 个 表 是 .……” 开 头 的 句子 的 一 部 


分 。) 这 个 表 瞳 示 (C0 (50 P ， 轨 是 机 器 的 另 一 个 m- 格 局 。 从 下 面 的 
推广 可 以 看 出 ， (S ，b ,同样 也 是 机 器 的 另 一 个 m- 格 局 ， 


Or, in greater detail: 


q elg, b, x) 
elg, b, x) F(e1(q, b, x), b, ac) 
e1(9, b, x) E q. 


或 者 ， 更 详细 地 表示 为 : 


q elg, b, x) 
o(q, b, x) f(e1(9, b, x), b, x) 
e1(a, b, x) E q. 


\ 
(同样 ， 最 后 一 行 ] LIA AS RANK PRK SMS 8) T B — 


ub. ad ae. "asl 4 已 经 是 这 台 机 器 的 一 
个 m- 格 局 了 ， 因 此 ， 不 会 导致 m- 格 局 的 无 限 产 生 。 


C 
In this we could replace e1(q, b, x) by ] and then give the 


table for j (with the right substitutions) ad eventually reach a table 
in which no m-functions appeared. 


gil 
\ : 
这 里 ， 我 们 使 用 | ANS e1(q, b, Xx)， 然 后 给 出 j 的 表 
(进行 适当 地 代 换 ) ， 最 终 可 以 得 到 一 个 不 包含 任何 m- 函 数 的 表 。 


Wo eb uuu 
正如 图 灵 使 用 来 代表 格局 ( , x 一样， 他 还 可 以 使 用 


d e1(q, b, i | j 

表示 » X), 使 用 其 他 的 格局 来 表示 和 

现在 ， 我 们 已 经 掌握 了 这 些 函数 F!) ， 图 灵 不 断 地 积累 这 些 
函数 。 我 知道 ， 现 在 我 们 很 难看 出 这 些 函 数 是 如 何 恰 当地 搭配 在 一 起 
的 。 为 了 构造 通用 机 ， 图 元 需要 一 些 操 作 单 个 字符 或 字符 串 的 通用 类 型 
HRZ ECAA S ARMER O WEE mB h Aih 
和 一 些 标 准 打印 函数 。 


MP 
anl A ES FETT EN” ETE RNS EN FA ETT EY BREAN EN 


Tu 
ie, p) H(pe(€, B),€,a) From pe (È, B) the machine 
| 1 pl prints 6 at the end of the 
oil B) S ot mee sequence of symbols and > 6. 


[None Pp e 


vel, p) iver, p), C) it lE, A), 机 器 在 符号 


Any RR wC, p) 序列 的 末尾 打印 5， 然 后 人 
per, B) ) 
None PP : 


€ 


ix^ PR BN ESSE. EE XR IH US F, j 寻找 其 第 三 个 参数 


在 最 左边 的 第 一 人 饮 出 现 ， 但 十 这 里 的 j 第 三 个 参数 是 一 个 中 央 元 


=~ 


fp UU j 为 到 达 序 列 了 最 东边 所 要 寻找 的 符号 。 于 是 ， 正 如 疼 灵 
pe 
在 第 85 页 给 出 的 第 二 个 机 器 的 例子 ， 函 数 也 假设 每 行 中 存在 两 个 


中 央 元 音 。 这 个 m- 函 数 j 首先 找到 这 两 个 中 央 元 音 中 最 右边 的 一 个 
( 测 珊 在 站 格 的 那个 ，， 然 后 把 读 写 头 左 移 置 于 龙 边 F_ 格 的 中 央 元 音 
Ju 
处 。 随 后 ， 函 数 。 上 沿 着 已 格 向 右 移动 ， 直 到 找到 一 个 空格 ， 并 在 此 
打印 一 个 8 字符 ， 对 于 大 多 数 计算 机 器 来 说 ， 这 个 8 将 是 0 或 1.。 


接 下 来 的 例子 都 很 有 技巧 。 岁 灵 首 和 匈 定 义 了 两 个 名 字 分 别 为 [ 


» 
( 指 左边 的 ) 和 l GRAUE WAA, ZAJE OO AURI CS j 结 
p wii 


合 得 到 另外 两 个 函数 ” 和 这 两 个 新 的 函数 在 找到 所 需 字 符 后 
会 将 读 写 头 同 左 或 者 疝 右 移动 。 


(Č) L G From FC, 35, o) it does the 
same as for HC, Boa) but 


y á 

(e) k : moves to the left before > ©. 
MG B, a) (€), B, a) 
E, B, a) i, 3, o) 

(©) L J NE, a) 5 KG, Ba) 

(C) R e kh, REHXUTE26€Z 
(E, B, a) WE, Ga) 首 需 要 向 左 移动 
PE, e 9, a) ie), A d) 


UR LE 
ad E TER 和 ma T R^ ， 但 那 只 是 我 的 
通用 机 会 要 求 把 字符 从 纸 市 的 一 个 位 置 移动 到 为 一 个 位 置 上 。 峭 数 


* 


HSH He xe EI". APO EY aE “PD TC t 自 完 找到 这 个 标 


C 


M 
边 的 F- 格 里 的 字符 ， — 将 该 字符 复制 到 尾部 第 一 个 空 
EL 


€, B a) F(a(&), D, a) (C, 95,9), The machine 
$ | Gao writes at the end the first sym- 
qe) A au bol marked o and 3 ©. 


(C, S a) F(a, D,a) MC, Va), 表示 机 器 在 尾部 


q(€) A wC A 写 下 由 o 标 记 的 利 一 个 竺 号 ,然后 
36 
~ 


注意 上 面 的 函数 使 用 ”来 寻找 字符 wx， 因此 操作 结束 的 时 候 旋 写 
头 位 于 标记 的 无 边 ， 正 好 是 这 个 标记 指示 的 字符 处 。 

c] pe 

图 数 的 语法 比较 独特 : 扫描 到 的 字符 成 为 了 的 第 二 个 参 
BX. BIRM: 


[238] 
The last line stands for the totality of lines obtainable from it by 
replacing p by any symbol which may occur on the tape of the machine 
concerned. 


moa 41e T HALATE E n] Sé c SUP EESTI S ANE Baa fs 
到 的 所 有 的 行 。 


C C] 


I" LR BR BY 只 用 来 复制 0 或 1， 那 么 事实 上 ， 会 锌 定义 
| 0 pe(©, 0) 
q(&) 
l pe(G., 1) 


pA BL ve 代表 了 “复制 并 探 除 "。 它 也 有 分 别 包含 两 参数 和 三 参数 


的 版 本 。 


alë, D, a) (e, B, a), 95. a) (2, o), The machine 
| - copies down in order at the 
«(S a) oS, a), 9, a) — end all symbols marked a 


and erases the letters o; > 35. 


w(3 a) ac ( 55, ar), 55, a) 部 按 顺 序 复制 所 有 用 a 标记 的 


>, RRR poe 三 






(t 


”首先 使 用 


带 三 个 参数 的 种 最 左边 被 4 标记 的 数字 ， 然 


后 使 用 探 除 这 个 标记 。 带 两 个 参数 的 ue 则 使 用 三 参数 版 本 的 函 
数 来 复制 第 一 个 数字 并 擦 除 标记 ， 然 后 再 转 问 两 参数 版 本 的 函数 。 实 际 
上 ， 所 有 标记 为 wa 的 符号 都 被 复制 到 纸 市 尾部 第 一 批 可 用 的 F- 格 里 。 
《在 第 77 页 图 元 的 第 二 个 例子 中 ， 本 可 以 使 用 这 个 函数 把 一 连 昌 的 1 复 
制 到 纸 市 的 尾部 。) 

症 时 候 近 出 效率 这 个 令 人 生 苦 的 问题 了 。 图 元 定义 的 函数 看 上 去 很 
ARR, (ASS Ea BAW Pe. AS PUT ll MR 
C 


BR, pRB Bee FH r 来 寻找 标记 《并 记 住 j 3 — et [e 9] EJ 


兵 ) ， 然 后 冉 使 用 C » 而 C 义 归 调用 j 来 找到 相同 的 标记 后 才 


^ 


能 将 其 探 除 。 一 种 更 高 效 的 方法 是 使 用 2 在 第 一 次 找到 菏 个 标记 ， 
并 在 复制 字符 之 前 吏 将 其 擦 除 。《〈 为 了 纪念 图 灵机 具名 眙 闭 的 低 性 能 ， 
PUVA“ Bed RBS ep E 般 化 的 计算 机 例 程 ， 人 准备 
这 些 例 程 比 运 行 它们 伦 费 的 时 间 更 多 。 
但 是 ， 图 灵 并 不 关心 效率 问题 ， ig. Bn til EAE e ERAJ BU 
Leth 可 以 以 105 ZHZ 3+ f os fT Las CA AERIS EMBL 7b 
Lo 


D 
T ETS ER". [BUD BWoM PA eb. RAER SUC Ic XJ 
Wo, FFARR RE. CAR RAVE EH D ERTEF-FE HP b S T 
ACERT AT ARUBA biu. ) 


meee Ke ©, a, 2), ,a) — (€, Š, a, f), The machine 
replaces the first o by B and 


(&. $5, Ay REUS 
we, S,a, p) E, PB č 236 3% if there is now. 
ele, B, a, f) feete D,a 8), 9,0) — €, 9,9), MEAL 
elC, Bia, B) E, Pj e RERF—AGHDC , + 


Aida, NID 
=BBUMA HY ER BU BE RATA Nob o 


«(S a, f) elel, o, B), 5, a, B) tel, ar, f). The machine re- 
places all letters œ by 8; 2:5. 


eltt, Q, B) relel 5B, a, B) 9 „0 ,月 rel (4 a p). 机 器 Ap 代 所 有 
Hatt, REDD 


为 了 你 持 一 致 ， 右 边 的 解释 部 分 的 第 一 行 应 该 缩 进 两 个 字符 。 
如 果 你 已 经 熟悉 了 图 录 有 的 方法 和 命名 规则 ， 束 会 知道 下 和 面 这 个 函数 


UE 用 来 完成 -复制 和 将 换 " 的 ， 


aE, D, o) (lE, 95, a, a), D,a) a, o) differs from 
(5, a) only in that the 


B y) e 55. a), re v, a), ar 

Sn) lel, a), f, a, a), a) letters o are not erased. The 
m-configuration a(35, o) is 
taken up when no letters 
“a” are on the tape. 

alë, $5, a) Aele, SB, a, a), Ù, a) AO, a) bal, aih 

a5, a) ae 5,0), lB, a, 0), a) BEA LET, ap mar 


不 被 擦 除 。 当 纸 带 上 没有 字 
Fat, me S, ahit 
被 转 走 


图 元 论文 的 其 他 地 方 没有 使 用 到 这 些 函 数 。 
通用 机 票 求 有 “搜索 并 符 换 ?功能 ， 于 是 图 灵 接 独 用 了 半 页 的 篇 幅 展 
中 


示 了 CEEE M SPE (“比较 并 擦 除 ”) 函数 。 由 于 这 些 函 数 里 的 


最 终 m- 格 局 太 长 ， 因 而 图 灵 的 解释 没有 放 在 每 个 表 的 右边 ， 而 是 放 在 了 


S 
下 面 。 (第 一 行 有 个 错误 : — Q2 的 下 标 1 应 该 是 逗号 
在 该 列 出 现 的 一 些 句号 也 没有 任何 意义 。) 


pE, 9L E, a, B) (qx (&4 9L, 8), HLL ©, B), o") 
aq (€, 9L, 8) y (pal, YU, y), 9L, B) 
y e 
po(©, YI, y) 
not y 9 


The first symbol marked alpha; and the first marked f are 


e. 


compared. If there is neither a nor D, — 
Jl 


Ç 
symbols are alike, — * Otherwise ^ ~ 
pe 9L, €, a, B) qXe(e(G, ©, 8), ©, o), 9L, ©, aw, B) 


qe ( 8, 9t, e, differs from qe ( 8, 2l, e, a, D) in that in the 
case when there is similarity the first a and p are erased. 


TUN m pst, Caf) ONS a B 
cpe( Vl, È 


If there are both and the 


e, a, D). The sequence of symbols marked a is compared 


9 
with the sequence marked p — if they are similar. Otherwise — 


| 


~** Some of the symbols a and f? are erased. 


pE, 9, ©, a, B) AGU (Cy 2, B), f (9l ,&, p), a) 


q1 (€, 91, B) y (pel, 91, y), 9, p) 
y © 
pal, 2, y) 
not y D. 


比较 第 一 个 a 标 记 的 字符 和 第 一 个 8 标记 的 字符 。 如 有 果 即 没有 标 


记 wa 也 没有 标记 B， 则 ~ e 。 如 朱 标 记 aw 和 都 存在 ， 并 且 所 标记 


9 9 
的 字符 一 样 ， 那 么 BM 否则 Y 
elC, 9L, È, a, B) qXe(e(&, ©, 8), ©, a), 9L, ©, a, B) 


cpe( &, YI YI , ©, a c, £) pele, A YI , €, c, B) a, BP) 的 不 同 之 
WEF, WATE IHE, AB PRETIO SET 


ce (9L, È, a, p cpe(cpe( 9, &, a, B), 9L, ©, a, B) 
S Jl (5 "T 
PCE, V, €, og, HEATERS EIBAR SIF 


© 9| 
m 如 末 它 们 是 相似 的 ， 则 ”~ ; f. 7. Ha Fp 
AX o 


图 元 在 这 里 所 说 的 “相似 ?十 指 “ 完 全 相同 ”。 
现在 ， 图 元 已 经 用 完了 他 能 想到 的 容易 记忆 的 所 有 函数 名 称 ， 因 为 
他 把 接 下 来 的 函数 仅 简 蛙 合 名 为 ] > ABW, Whe ALTA PB 
Yi 


lib Rm, MPR, Fecha REA “ ”来 指 代 这 
个 函数 。 


Y 


我 相信 ， 图 灵 本 意 是 想 用 S 来 命名 这 个 函数 ， 而 不 是 用 


AS UBL j 用 来 寻找 某 个 符号 〈 最 左边 ) 的 第 一 次 出 现 ， 这 个 函数 
是 用 来 寻找 条 个 条 写 〈 最 石 边 ) 的 最 后 一 次 出 现 的 。 用 两 个 连续 EEN) BE 


L 
来 表示 有 关联 的 两 个 P i Uno 因此 ， 尽 管 接 下 来 
的 表 里 手 述 的 是 隙 * ， 我 将 使 用 : 来 指 代 该 函数 。 


M 


只 有 一 个 参数 的 函数 和 ”将 读 写 头 右 移 ， 直 到 它 在 一 行 中 找到 两 
L 
个 空格 。 我 们 假设 那里 处 于 纸 带 的 最 右 端 。 带 两 个 参数 的 函数 S B 首 
L 
先 使 用 只 有 一 个 参数 的 ， 然 后 再 向 左 移动 寻找 字符 a。 


[239] 





‘Any R (€) aC, a) 机 器 找到 由 a 标记 的 


iC) YA5—AEER RESO 
Noe R qi) DEI Domen 
Any R "1 
(Ce) 
None e 
(C, o) alul, a)) 
ü e 


nto L q(6,0) 
EAS a, KRAH SE E TR AGIT] df EU] PRI 
T 
回想 一 下 ， -— FARE dn ANF- PT EN PRAET. BRA 


m 
, 2 在 最 后 两 个 F- 格 中 打印 两 个 字符 。 


pel, a, 月 repel, B), a) peo(@, a, 2). The machine 
prints œ p at the end. 
wy (6, a, p) wp, B), a) peal, a P). d AU 


尾部 打印 0 和 有 


ZH, PR ve 用 来 将 ax 标记 的 字符 复制 到 尾部 。 函 数 2 2 则 


^ 


F lloc IB NOH] E. PRB e 3 复制 wk、B 和 y 标 记 的 字符 。 


(Ñ, ot, p ce 人 feel B), " a, P, y) ) The mach- 
gl, a, f y) aco (35, B, y), a) Ine sid down at the end 


first the symbols marked a, 
then those marked f, and 
finally those marked v; it 
erases the symbols a, B, y. 


oS a, f we, 0,2) — m y, MBA 
ey a, p. y) aep (S, p, y), a) E [] X l i 用 a 标记 的 T 


特 ， 接 着 是 用 8 标记 的 字符 
最 后 复制 /标记 的 字符 .之 后 ， 
议 些 q、p 和 ;标记 被 探 除 


这 些 复制 是 顺序 执行 的 : 首先 复制 所 有 wa 和 标记 的 字符 ， 其 次 复制 所 


有 PB 标记 的 字符 ， 以 此 类 推 。 图 灵 使 用 了 带 6 个 参数 的 函数 “5， 这 个 函 
数 虽 然 之 前 没有 搬 述 过 ， 但 十 它 有 的 操作 是 显而易见 的 。 


C 


最 后 ， 只 有 一 个 参数 的 函数 控 除 所 有 的 标记 。 


3 R (C) From MG) the marks are 
(È) erased from all marked sym- 
Nota L dë) ^ bols >€. 


[ Any RER (8) 





«(&) 
None e 
AC) à ip PË ra bF ba Lh p 
dG) 被 标记 的 字符 上 样 除 ， 然 后 
(Any RER ul®) 
Nu) | 


None y 


年 长 点 的 程序 员 可 能 知道 一 本 由 Pascal 语 言 的 创始 人 尼克 劳 斯 : 威 次 
(1934—O 编 着 的 书 ， 书 名 非常 美妙 ， 叫 作 《 算 法 + 数据 结构 二 程序 》 
(Prentice-Hall, 1975% HAR) 。 顾 名 思 义 ， 一 段 计 算 机 程序 包括 代码 
(算法 ) 和 代 人 了 码 处 理 的 数据 。 至 此 ， 图 元 已 经 展示 了 他 的 通用 机 所 需 的 
诸多 算法 ， 但 是 还 没有 摘 述 如 何 让 一 人 台 计 算 机 需 来 成 功 地 处 理 数 据 。 这 
Whee KK AF. 


-这 是 埃 米 尔 : 波 斯 特 论文 的 附录 中 标识 在 脚注 中 的 订正 之 一 ， 主 见 
“Recursive Unsolvability of a Problem of Thue”, The Journal of Symbolic 
Logic, Vol.12, No.1 (Mar. 1947) ，1-11。 整 篇 文章 转载 于 Martin 
Davis, ed., The Undecidable (Raven Press, 1965) , 293-303. [fsx 

(包括 添加 的 脚注 ) 转载 于 B. Jack Copeland, ed., The Essential 
Turing (Oxford University Press, 2004) , 97-101. 





12) tar-pit 这 本 是 地 质 学 术语 ， 此 处 用 来 指 运行 元 长 缓慢 的 计算 机 例 程 。 
编者 注 
上 3 频率 单位 ， 相 当 于 10*Hz。 一 一 编者 注 





A hs wm 
Bet 
He 


在 如 今 这 个 数字 化 时 代 ， 我 们 已 经 习惯 于 将 各 种 形式 的 信息 都 表示 
成 数字 。 人 文本、 图画、 照片、 声音、 音乐 、 电 影 ， 万 物 都 可 以 进入 数字 
化 工 三， 以 0 和 1 构成 的 更 为 复杂 的 形式 保存 在 计算 机 和 其 他 设备 上 。 

但 是 ， 在 20 世 纪 30 年 代 ， 只 有 数 才 算是 数字 ， 如 果菜 个 人 把 文本 转 
换 成 数字 ， 其 目的 是 欺骗 秋 阴谋。 

1937 年 秋 ， 阿 兰 . 图 灵 开 始 了 他 在 普 林 斯 恩 第 二 年 的 生活 ， 当 时 丙 
HSURU 8 B] 7 HI AREE SS ERA Map. ERA F ESRB. M 
然 ， 他 那 时 正 忙 于 博士 论文 ， 也 已 经 对 密码 学 有 了 兴趣 。 密 码 学 是 涉及 
科学 和 数学 领域 的 学 科 ， 它 创建 保密 码 ( 密 码 学 ) 并 破解 他 人 代码 ( 密 
Aaa) 。- 寺 图 灵 坚 信 ， 战 争 期 间 ， 加 密 信 息 的 最 好 方式 是 将 单词 
转换 成 二 进 制 数字 ， 然 后 再 乘 上 很 大 的 数字 。 在 不 知道 那个 大 数字 的 情 
况 下 ， 解 密 信 息 会 涉及 很 困难 的 因 式 分 解 问题 。 图 元 的 这 种 想法 很 有 先 
见 之 明 ， 因 为 如 今 大 多 数 这 种 计算 机 加 密 的 工作 就 是 这 样 的 。 

与 大 多 数 数学 家 不 同 的 是 ， 图 灵 喜 欢 杀 自动 手 做 事情 。 为 了 实现 和 白 
动 的 编码 机 器 ， 他 用 电 破 式 继 电 需 制作 了 一 个 二 进 制 滋 法 需 。 在 人 们 证 
实 电 子 管 足够 可 靠 之 前 ， 电 厂 式 继电器 是 计算 机 的 基本 构件 。 网 灵 甚 至 
到 机 械 工 三 亲自 制造 继电器 ， 亲 手 缠 绕 电 人 磁铁。 

当时 ， 德 国 的 陆军 和 海军 已 经 在 使 用 一 种 完全 不 同 的 加 蜜 设备 了 。 
一 位 名 叫 亚 瑟 : 谢 尔 比 乌 斯 (1878 一 1929) 的 德国 电气 工程 师 发 明了 因 
尼 格 玛 密 码 机 (Enigma) 。1918 年 ， 谢 尔 比 马 斯 试图 说 服 德国 海军 使 用 
这 个 机 器 ， 但 是 失败 了 。1923 年 ， 恩 尼 格 玛 密码 机 用 于 商业 用 途 并 出 
ee i 

CJ. R 

I Jed H RNA -PRA FAL NEER (AKA 
数字 、 标 点 和 移 位 键 。 键 盘 上 方 是 以 同样 形式 排列 的 26 个 灯泡 。 信 息 通 
过 键盘 输入 时 束 会 波 加 罕 。 每 按 下 一 个 字母 ， 男 一 个 不 同 字 母 的 灯泡 会 
党 起 来 。 这 些 亮 起 的 字母 补 手 工 抄 下 来 ， 然 后 发 送 到 收 件 人 那里 。 CH 
密 的 信息 可 以 由 人 亲自 传送 ， 或 者 通过 邮件 发 送 。 再 后 来 ， 人 们 使 用 摩 


尔 斯 电码 通过 无 线 电 传输 加 密 信 息 。) 接收 信息 的 人 也 拥有 一 台 恩 尼 格 
AC OP MITIINLCNOIIUN UNO MUN PRUS 


键盘 按键 通过 一 系列 转子 与 灯泡 实现 电气 连接 。 每 个 转子 和 都 是 每 边 
有 26 个 重头 的 小 圆 熏 ， 这 些 触 头 代表 了 字母 表 里 的 26 个 字母 。 在 园子 里 
面 ， 这 些 触 头 是 对 称 连 接 的 。 比 如 ， 如 来 左边 的 触 头 A 与 右边 的 触 头 T 
连接 ， 那 么 左边 的 触 尖 T 就 将 和 右边 的 触 尖 A 连 接 。 正 是 这 种 对 称 的 连 
RRA, (EF LAs BER, tA RAR RE 

标准 的 因 尼 格 玛 密码 机 有 三 个 连接 的 转子 ， 它 们 的 布线 部 不 一 样 ， 
每 一 个 都 可 以 设置 到 26 个 位 置 中 的 一 个 。 加 密 机 硕 和 解密 机 硕 上 的 这 三 
个 转子 的 布线 必须 完全 一 样 。 依 照 只 有 恩 尼 格 玛 密码 机 操作 员 知 过 的 键 
列表 ， 这 些 由 三 个 字母 组 成 的 设置 转子 的 键 可 以 每 天 改变 。 

Zee, FOX RUE FS ASLAN PU RAA Hexe VEU fn] EI EHRCE 
母 ， 这 种 加 密 方 式 即 便 是 最 业余 的 密码 破 详 者 也 可 以 轻易 破解 。 它 长 至 
比 大 部 分 其 他 通过 字母 人 普 换 来 加 密 的 方式 都 更 简单 ， 因 为 它 内 部 的 连接 
是 完全 对 称 的 。 也 就 是 说 ， 如 末 D 被 加密 成 95， 奢 么 S 也 相应 地 被 加 密 成 


D. 

但 事实 并 非 如 此 。 每 当 恩 尼 格 玛 密码 机 的 用 户 在 键盘 上 按 下 键 ， 转 
子 都 会 移动 。 每 按 下 一 个 键 ， 第 一 个 转子 都 会 癌 前 移动 一 个 位 置 。 比 
如 ， 如 果 和 键入 一 个 包含 26 个 字母 A 的 字符 串 ， 那 么 随 着 转子 在 26 个 位 置 
上 的 移动 ， 每 个 A 都 会 被 编码 成 不 同 的 字母 。 当 第 一 个 转子 完成 了 一 图 
完整 的 变化 后 ， 第 二 个 转子 驶 会 癌 前 移动 一 个 位 置 。 接 下 来 ， 另 一 个 包 
含 26 个 A 的 字符 串 又 会 被 编码 成 另 一 串 不 同 的 字母 。 同 样 地 ， 当 第 二 个 
转子 完成 一 个 循环 后 ， 第 三 个 转子 又 会 回 前 移动 一 个 位 置 。 第 四 个 固定 
的 转子 会 使 电信 号 按 相 反方 向 再 次 经 过 这 三 个 转子 。 只 有 进行 了 17576 
次 按键 〈26 的 三 次 方 ) 后 ， 加 密 模 式 才 会 重复 。 

问题 不 仅 在 于 此 ， 这 些 转子 是 可 答 所 的 。 机 喜 配 备 了 五 个 不 同 的 转 
子 ， 每 个 转子 都 可 以 随意 放置 在 三 个 转子 空位 中 的 任何 一 个 。 另 一 个 加 
蝇 方 法 是 加 上 一 个 插 接 板 ， 这 又 增加 了 一 层 字 母 混 杂 。 

1932 和 年， 三 位 波兰 数学 家 开始 寻找 破解 恩 尼 格 玛 信 息 的 方法 。-L 
他 们 认定 需要 构造 可 以 目 动 模拟 恩 尼 格 玛 编码 的 设备 。 第 一 台 设 备 
bomb “他们 这 样 称呼 〉 在 1938 年 开始 运行 ， 其 工作 方式 束 是 搜索 所 有 
可 能 的 转子 设置 。 其 中 一 名 数学 家 是 马里 安 : 雷 耶 夫 斯 基 〈1905 一 
19800 ， 毕 业 后 他 在 哥 廷 根 度 过 了 一 年 。 他 写 道 ， 由 于 “ 找 不 到 更 好 有 的 
名 字 ” 生 ， 他 们 把 那些 机 器 叫做 bomb， 不 过 也 有 可 能 是 因为 机 器 发 出 
LEE uve nM Mq 
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殉国 政府 传统 上 是 雇用 一 些 古 典 文 学 学 者 来 从 事 解 但 工作 ， 因 为 他 
们 认为 这 些 人 在 解读 困难 语言 方面 受过 最 好 的 训练 。 随 着 战争 的 临近 ， 
为 了 分 析 类 似 因 尼 格 玛 的 复杂 编码 设备 ， 政 府 编码 与 密码 学 院 
(GS&CS) 显然 也 需要 数学 家 。 

1938 年 夏天 ， 阿 兰 : 图 灵 从 普林斯顿 返回 到 英国 后 被 邀请 到 GC&CC 
总 部 做 讲座 。 英 国政 府 可 能 早 在 1936 年 就 和 他 有 了 联系 。1939 年 ， 
GC&CC 购 买 了 一 处 地 产 ， 其 处 有 一 座 坐 洛 在 伦 吝 东北 50 瑞 里 叫做 布 业 
WA FE bd YE SERINERN BE RS. SSL ee X. b. ASE AE ed a 
AS TRG = BA FE, FEE SAW EAA TA) AY BR ER £k p] BBS [3] f£: 3X 
南部 的 铁路 线 在 这 里 交汇 。 

1939 年 9 月 1 日 ， 德 国 入 侵 疲 兰 。 两 天 后 ， 英 国 同 德 国 宣 战 。9 月 4 
日 ， 阿 兰 :图 灵 到 布 末 切 利 庄园 报到 。 最 后 ， 大 约 有 一 万 人 在 那里 进行 
拦截 和 破译 秘密 通信 的 工作 。 为 了 容纳 每 一 个 人 ， 官 轩 周 边 建造 了 临时 
营房 。 图 灵 负 贡 管 理 8 号 彰 房 ， 致 力 于 破 详 德国 海军 的 密 但 。 德 盏 使 用 
这 些 编码 与 潜水 艇 进行 通信 ， 这 些 潜水 敌对 驻扎 在 美国 和 英国 间 的 大 西 
洋 护 航 舰 队 极 具 威 胁 。 

早 在 1939 年 ， 英 国政 府 束 会 见 了 一 些 波 兰 数 学 家 ， 回 他 们 了 解 恩 尼 
Feet Albomb. ALR KASAI EM RA, EREA 
改进 这 些 设 备 ， 也 就 是 现在 的 bombe (JEM) . 19404F, $&— & "E X 
并 行 运行 的 恩 尼 格 玛 密码 机 。- 志 

在 使 用 “图 灵 Bombe” 攻 击 加 蜜 信息 之 前 ， 有 必要 降低 可 能 性 范围 。 
破 详 人 员 寻 找 crib， 即 那些 在 加 密 信 息 中 经 各 出 现 的 词汇 或 词组 。 它 们 
可 以 确定 第 一 个 转子 的 位 置 。 相 同 的 信息 被 编码 成 两 种 形式 进行 传输 的 
情况 更 有 价值 ， 它 们 被 称 作 Kkisses。 另 一 种 技术 是 在 各 种 宽度 的 厚 白 纸 
上 打印 多 行 字 母 ， 这 与 后 来 计算 机 里 使 用 的 打 孔 卡片 很 相像 。 分 析 员 根 
据 加 密 信 息 的 字母 在 纸 上 打 和 孔 。 通 过 把 纸张 重 闭 在 一 起 可 以 比较 同一 天 
内 获取 的 不 同 信息 《它们 都 基于 恩 尼 格 玛 的 同一 套 格局 ) 。 因 为 这 里 使 
用 的 纸张 来 自 附 近 名 为 班 伯 里 (Banbury) 的 镇 ， 因 此 这 个 过 程 称 作 
banburismus 技 术 。 

到 1941 年 中 期 ， 这 些 多 样 的 技术 经 过 改进 ， 最 终 成 功 破 译 了 恩 尼 格 
玛 加 蜜 的 通信 ， 并 大 大 降低 了 海军 的 损失 。- 阿兰 :图 灵 在 其 中 起 到 了 
人 Se IIR AUDIRE OR 
AN o 

T BEE AH SE) A EE [ae EB 2 5 eH A5 AJ BI] IS SUN 
群 中 ， 图 灵 依 然 因 性 格 怪 异 而 博得 了 一 定 的 名 声 。 


BEEN AI H, EE REA S ERMA. Tex S 
4a FATE ORI UU. PA Sat TT EID SS. HEN BT 
AEA, =H ENNA. KRAK BRE, eB 
FALE BAS HIRES, MEETER PCa RAE AAS ea 


1941 年 春 ， 阿 兰 :图 灵 同 琼 :克拉 元 求 婚 ， 她 是 布 灯 切 利 庄园 里 为 数 
不 多 有 的 从 事 那 种 震动 脑筋 的 文书 工作 的 一 位 女性 。 琢 :克拉 元 在 被 聘 来 
做 解码 工作 前 在 剑桥 大 学 研究 数学 。 求 婚 几 天 后 ， 图 灵 向 她 坦白 自己 有 
en ee 
又 消 它 。 

1942 年 11 月 ， 图 灵 前 往 华 盛 顿 帮助 协调 英国 和 美国 之 间 的 密码 破译 
工作 。 那 次 任务 之 后 ， 他 在 贝尔 实验 室 度 过 了 第 二 年 的 前 两 个 月 ， 当 时 
贝尔 实验 室 设 在 纽约 市 西 街 。 他 在 那里 过 到 了 开辟 数位 采样 理论 的 哈 利 
:奈奈 斯 特 (1889—1976) 和 殉 劳 德 : 埃 尔 伍德 :香农 。 香 农 的 论文 “通信 
yeaa (19484F) 开创 了 信息 论 这 一 领域 ， 他 还 引入 了 ?比特 ”的 
BE eh o 

图 灵 在 贝尔 实验 室 关 注 的 是 一 台 语 音 置 乱 设备 ， 它 主要 用 来 保证 大 
西洋 上 的 电话 通信 安全 。 声 波 被 分 解 至 不 同 的 频率 范 围 ， 然 后 被 数字 
化 ， 最 后 通过 模 数 加 法 来 加 密 ， 这 是 一 种 不 超过 某 一 个 特定 值 的 加 法 
(比如 分 钟 值 和 秒 值 相 加 时 ， 这 个 值 是 60〉。 在 接收 问 ， 这 些 数字 被 解 
人 三 ， 然 后 重新 构成 语音 。 

在 条 奎 斯 特 的 研究 、 理 农 的 论文 以 及 语音 加 蜜 设备 中 ， 我 们 可 以 看 
到 后 来 引发 将 网 片 数字 化 为 JPEG 文 件 和 将 声音 数字 化 为 MP3 文 件 等 技 
术 想 法 的 最 初 由 来 。 但 是 这 些 创新 需要 几 十 年 才能 变 得 成 熟 。 另 一 方 
面 ， 最 早 的 数字 计算 机 基本 上 只 能 处 理 数字 ， 甚 至 连 巴 贝 奇 最 初 发 明 的 
甜 分 机 都 只 能 用 来 打印 无 兰 错 的 对 数 表 。 在 这 个 背景 下 ， 图 灵机 只 能 生 
Te 

Bf. 

KIR BUD SE f: HI CEU ZU AA Fs OR OLI] C | p] BON 
a enn NE 
照片 或 歌曲 。 

的 确 ， 万 物 丝 数字 ， 甚 至 连 图 灵机 本 身 都 是 数字 的 。 


5. Enumeration of computable sequences. 
A computable sequence y is determined by a description of a 
machine which computes y. Thus the sequence 001011011101111...is 


determined by the table on p. 234, and, in fact, any computable sequence 
is capable of being described in terms of such a table. 


5. 可 计算 序列 的 枚 举 
一 个 可 计算 序列 y 是 由 计算 y 的 机 器 所 描述 。 因 此 ， 序 列 
001011011101111... 是 由 第 234 页 的 表决 定 的 。 事 实 上 ， 任 何 可 计算 
序列 都 可 以 通过 这 样 的 表 来 描述 。 


那 是 本 书 第 75 页 的 例子 I 中 的 机 需 。 


It will be useful to put these tables into a kind of standard form. 


把 这 些 表 转换 成 一 种 标准 形式 是 很 用 的 。 


事实 上 ， 疼 元 融 是 从 第 1 《〈 本 书 第 58 页 ) 描述 的 标准 形 却 出 友 
的 。 他 指出 ， 东 种 拘 作 可 以 让 机 天 打印 或 探 除 符 喜 ， 也 可 以 把 一 个 格 移 
到 左边 或 右边 。 在 展示 了 一 台 这 种 形式 的 机 帮 〈 本 书 第 69 页 的 例子 J 
也 是 图 元 马上 要 提 到 的 例子 ) 后 ， 图 灵 很 快 放 痉 了 目 己 的 规则 。 他 人 多 许 
一 雇 操 作 打 印 多 个 字符 ， 或 者 移动 多 个 格 。 这 些 操作 可 以 单独 执行 ， 
此 机 融 表 不 会 有 几 页 长 。 现 在 他 回 到 了 他 最 初 的 约定 上 。 


In the first place let us suppose that the table is given in the same 
form as the first table, for example, I on p. 233. That is to say, that the 
entry in the operations column is always of one of the forms E: E, R: E, 
L: Pa: Pa, R: Pa, L: R: L: or no entry at all. 


B5. SRT ME BE 5 A233 0 PITA AFB She Hs LAE: V 
操作 列 的 条 目 总 是 下 列 形式 之 一 : EE, RE, L: Pa: Pa, R: 
Pa、 天 :及 : 工 ， 或 者 没有 任何 条 目 。 


图 灵 使 用 冒号 来 分 隔 九 种 不 同 的 可 能 性 ， 这 些 可 能 性 来 目 于 三 种 立 


型 的 打印 〈 擦 除 、 打 印字 从 ,或 者 两 者 痢 人 不 是 ) MSPs) CHI. pm 
右 或 者 不 移动 ) 的 结合 。 


The table can always be put into this form by introducing more m- 
configurations. 


通过 引入 更 多 的 m- 格 局 ， 总 是 可 以 把 表 表 示 成 这 种 形式 。 


} 
例如 ， 例 英 〈 本 书 第 77 页 ) 以 格局 t Fan: 
LS 行为 
m- frt Je 付 写 Pee 最 终 m- 格 局 
pa R Ps RPO RR, POLL A : 
BETA RUIN PUK a) 约定 ， 这 一 格局 必须 分 成 六 个 
简单 的 格局 。 对 于 其 他 格局 ， 我 将 使 用 德语 小 号 字母 c、d、e、g 和 和 h Cf 
在 原始 表 中 已 经 使 用 过 ) 表示 。 


格局 T 
im- 梢 局 is PUF Hz2* Im- 格局 
b Pa, R C 
¢ Pa, R D 
à PO. R C 
c R H 
dl POLL l 
i I 0 


现在 ， 每 个 操作 都 只 包含 一 个 打印 操作 (或 没有 ) 和 紧 跟着 的 一 个 
可 能 左 移 一 格 或 右 移 一 格 的 操作 ， 


Now let us give numbers to the m-configurations, calling them q,, 
..., Qs, as in $1. The initial m-configuration is always to be called q,. 


MERTZ Em- 3S, TE MSL A IG E TR 
VEq)> də» ...» po 初始 m- 格 局 总 是 q,。 


如 果 一 台 机 器 刚好 有 237 种 不 同 的 m- 格 局 ， 则 将 它们 标记 为 q， 
Bll qog7° 
(ECPI IF SK, WAA- 2) All x at 44 Aq q Aloe te FY 


) 
PAm- Ja IF t ZIT qo MERKRA RATA 


格局 行为 
m- 格 局 fj^ 操作 最 终 m- 格 局 
q; Po, R q» 
q» Po, R ds 
qs PO, R q, 
q, R ds 
qs PO, L dc 
qc L q; 
We also give numbers to the symbols S,, ..., S, 
[240 | 
and, in particular, blank=S,, 0=S,, 1—5,. 
BATA RS, .e S Fis, Babe. A=S, 0—S, 1 


= 


从 写 下 标 为 1 表示 的 是 0， 和 从 号 下 标 为 2 表示 的 是 1， 这 种 方法 虽然 有 有 
点 令 人 困惑 ， 但 是 我 们 必须 适应 它 。 例 I 中 的 机 器 也 需要 打印 93 和 x， 
此 需要 为 这 台 机 颖 定义 下 面 的 等 价 天 系 。 

Sae di 

S INO, 

SN, 


SARK, 
S 代表 5 

计算 2 的 平方 根 的 机 堪 需 要 从 S, 到 S AES o 
PATA ALAS HY HUNAN A LE A. P TAN e 


格局 行为 
m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
q; PS, R q» 
q; PS5, R q 
ds PS,, R q, 
q, R qs 
ds PS,, L dc 
dc L qy 


The lines of the table are now of form 


m-config. Symbol Operations Final m-config. 


qi S; PS,, L dm (N;) 
qi S; P5, R dm (N;) 
qi S; PS, dm (NS) 


现在 表 中 各 行 的 形式 如 下 : 


m- 格 局 fj 操作 最 终 m- 格 局 
qi 5, PS, L dm (N;) 
qi 5, PS, R dm (N;) 
qd; 5; PS, (m (N;) 


PM TE fs Hd 250 — B n 4 AS E CER TT ANE SHARES BIR 
区 分 了 一 般 情形 下 的 三 种 不 同 的 标准 形式 。 

在 最 右 背 ， 图 灵 把 这 三 种 标准 形式 记 作 Ni、N 和 N。 这 三 种 形式 都 
会 打印 一 些 字 符 ， 不 同 之 处 在 于 读 写 头 是 移 到 元 边 、 右 边 或 是 不 动 。 


探 除 操作 呢 ? ANR RES RAN PRINTS AT ABE ER ERE 
可 以 只 通过 简单 地 打印 S 来 完成 。 


Lines such as 
qi 5; E, R qn 


are to be written as 


qi S; Poo, R qn 

如 下 这 样 的 行 : 
qi 5; E, R qn 

可 以 与 成 : 
qi S; P5, R qm 


AF EN EAR 49S DRE BC EERIE, FY DAS HTT EHHIS : 


and lines such as 
qi 5; R qm 

to be written as 
q; S; P5, Rq, 


In this way we reduce each line of the table to a line of one of the 
forms (N;), (N>), (N3). 


而 如 下 这 样 的 行 : 
qi S; qn 

可 以 与 成 : 
qi 5; PS, R qn 


通过 采用 这 种 方法 ， 我 们 可 以 把 表 的 每 一 行 都 简化 为 CN)) 、 
(Nj 或 (ON 三 种 形式 中 的 一 种 。 


我 一 二 用 例 II 表 中 的 第 一 个 格局 来 曾 明 标准 化 表 的 过 程 ， 但 是 这 个 
格局 的 符 亏 列 什么 都 没有 ， 因 为 这 个 格局 所 做 的 操作 与 符号 无 关 。 由 于 
一 台 机 右 以 一 个 空 日 纸 市 开始 ， 因 此 它 读 取 有 的 人 符 写 古 一 个 空 日 。 将 例 II 
中 的 第 一 个 格局 转换 成 标准 形式 后 ， 结 果 如 下 : 


格局 ”行为 
m- 格 局 从 号 操作 ”最终 m- 格 局 
q; So PS, Rq, 


q» Sp P5,Rq, 
qs Sp PS, Rq, 
q, S,  PS,Rq. 
ds Sp PS, L qe 
de Sp PS), L q; 


这 个 相当 人 简单。 我 们 来 看 看 例 II 机 器 中 的 第 二 个 m- 格 局 : 
| R. Px, L L.L D 
Q A] 


[^ 


^ 
这 个 m- 格 局 编号 后 表示 成 qy。 当 扫 拉 到 的 衬 符 是 1 时 ， 读 与 头 
辐 右 移动 一 次 ， 然 后 癌 左 移动 三 次 。 这 样 的 三 次 左 移 需要 另外 三 个 m- 格 


` 
局 q。、 qofllq,,。 m- 格 局 将 ] AF B, m- 格 局 q; 如 下 : 


格局 行为 

m- 格 局 fj 操作 最 终 m- 格 局 
qy 5, PS, R ds 
q; 5, PS; dir 


EXPE Po HAATI EN Fata BUFF. m-t Faqa qq Hl 
F: 


dg So PS4 L qo 
dg S PS3, L dig 
dio 3o PSo L q; 


HAASI. Mie ALA PRIS SI SEA, ABER 
证 正确 填写 该 列 。 X Tq, Nast te 2— S248, ZAdIEH— xe — 
旦 它 同 左 移 动 ， 接 下 来 被 扫 摘 到 的 是 哪个 字符 呢 ? 它 应 该 是 刚才 在 q; 里 
扫 插 的 那个 1， 但 是 在 其 他 情况 下 ， 结 果 可 能 不 会 如 此 明显 。” 任 
一 ” ”人 奋 ” 或 者 ”其 他 ”在 这 个 模式 下 都 不 起 作用 ， 在 东 些 情况 下 ， 你 可 
能 不 得 不 为 机 天 使 用 的 每 一 个 单独 的 字符 讨 加 特定 的 格局 。 

这 样 的 确 有 点 乱 ， 但 是 我 们 总 是 只 涉及 有 限 个 字符 ， 因 此 这 些 操作 
一 定 可 以 完成 。 假 设 我 们 已 经 将 茶 台 机 和 磺 的 所 有 格局 都 转换 成 了 图 灵 记 
E CN) 、 CN 和 CN. 的 标准 形式 。 当 完成 转换 时 ， 我 们 会 丢 挥 原 
始 的 表 ， 这 样 会 丢失 任何 信息 吗 ? 是 的 ， 确 实 丢 失 了 一 点 信息 。 我 们 知 
道 $, 是 空 ，5, 是 0，5, 是 1， 但 是 我 们 不 再 知道 $,、5, 竺 代表 的 准确 字符 是 
什么 。 这 个 应 该 没有 关系 。 机 和 磺 在 内 部 使 用 这 些 字 符 。 要 驼 的 是 它们 必 
须 是 唯一 的 。 我 们 真正 关心 的 只 是 机 器 打印 的 0 和 1 的 数字 串 ， 而 不 关心 
它 使 用 什么 作为 缓存 记号 。 
我 们 可 以 不 使 用 表 ， 而 用 m- 格 局 、 符 号 、 工 和 尺 的 组 合 来 表示 每 个 
局 。 


From each line of form (N,) let us form an expression q,5,5,Lq,,; 


对 于 形 却 为 ND 的 每 行 ， 我 们 使 用 表达 式 qS,S,Lq,。 


这 种 形式 有 时 被 称 作 了 五 元 组 ， 因 为 它 是 由 五 个 元 系 组 成 的 。 尺 官 这 
样 表 达 让 人 感觉 很 神秘 ， 但 它 仍 然 是 可 读 的 :“ 在 mm 格局 q 中 ， 当 扫 摘 
到 字符 S 时 ， 打 印字 符 5\(， 然 后 问 左 黎 ， 最 后 转 问 m- 格 局 q,”。 对 于 NN, 和 
Ns 形式 的 写法 是 相似 的 。 


from each line of form (N,) we form an expression q;5,S,Rq,; and from 
each line of form (N;) we form an expression q,5,5,Ngq,,. 


形 陈 为 N 的 每 行 都 可 以 表示 为 qiSjSRq，N: 则 表示 
为 qiSSJNq， 2 


注意 ， 如 果 读 写 头 不 移动 ， 那 么 对 应 的 字母 将 是 N〈 和 意思 是 不 移 
24] Js 


Let us write down all expressions so formed from the table for the 
machine and separate them by semi-colons. In this way we obtain a 
complete description of the machine. 


我 们 把 机 器 表 中 这 样 形成 的 表达 式 写 下 来 ， 并 且 用 分 号 分 隔 开 
来 。 如 此 一 来 ， 我 们 就 得 到 机 器 的 完整 描述 。 


图 元 很 快 会 给 出 一 个 例子 。 每 个 格局 都 是 一 个 五 元 组 ， 一 个 完整 的 
机 器 就 被 表示 成 一 连 串 的 五 元 组 。《〈 有 趣 的 是 ， 这 些 五 元 组 不 必 按 照 某 
个 特定 的 顺序 排列 。 融 像 在 程序 语言 中 ， 每 个 语句 以 标签 开始 ， 以 goto 
语句 结束 。 ) 

下 面 进行 的 伙 换 是 彻底 的 丛 换 。 它 去 挥 了 所 有 下 标 ， 把 机 帮 转 换 成 
J TERN KS FE. 


In this description we shall replace q, by the letter “D” followed by 


the letter “A” repeated i times, and S, by “D” followed by “C” repeated j 
times. 


在 下 面 的 描述 里 ， 我 们 将 用 D 和 后 面 ;个 字母 4 来 代替 q HD 
和 后 面 ) 个 字母 C 表 示 S)。 


E53, q, 可 以 由 DA 代替 ，q- 由 DAAAAA 人 代替 〈 记 住 ， 第 一 个 格局 
qo WA) -o WHS, S, CT) 表示 成 D，S,〈 符 号 0) 表示 
DC, S, (符号 1) 表示 成 DCC，5S, 表 示 成 DCCC， 以 此 类 推 。 


This new description of the machine may be called the standard 
description (S.D). It is made up entirely from the letters “A”, “C”, “D”, 
“T ul *R n “N”, and from be 


1k PUT ALAS TD ZI a A etek (S.D) 。 它 完全 是 由 字 
BEA. C. D. L, R NUS; ”组 成 的 。 


一 一 人 


KP, 工 、R 和 六 表示 恋 写 头 的 移动 。 分 号 用 来 分 隔 每 个 格局 。 


If finally we replace A Wa by sd ot i dui by QU an “D 25 by po “T, 25 by 
“4”, “R” by “5”, “N” by “6”, and “;” by “7” we shall have a description 
of the machine in the form of an arabic numeral. 


WRAHA, 2C, BRED, MEL, STR, 6fX 
BN. NECS". RATE BB BHBSCEJE NP ose dix o 


这 征 很 重要 的 一 步 。 图 灵 已 经 把 他 的 机 硕 标 准 化 到 了 可 以 用 一 个 整 
数 来 唯一 硝 定 一 全 机 规 ， 这 一 整数 将 机 规 的 所 有 状态 进行 了 编码 。 哥 德 
尔 冒 在 他 的 不 完备 性 定理 中 将 每 个 数学 表达 式 轩 化 成 唯一 的 数 子 ， 图 灵 
无 颖 在 此 受到 了 哥 德 尔 方法 的 局 友 。 


The integer represented by this numeral may be called a description 
number (D.N) of the machine. The D.N determine the S.D and the 
structure of the 

[241] 
machine uniquely. The machine whose D.N is n may be described as 


M 
(n). 


由 这 些 数字 表示 的 整数 可 以 称 作 机 如 的 拍 述 数 (D.N) o D.N 
唯一 决定 了 S.D 以 及 机 器 的 结构 。 


À | 
D.NANHIBLES RT DH (n). 


IRMA T AES TEE PE S3 FORA E BL 


To each computable sequence there corresponds at least one 
description number, while to no description number does there 
correspond more than one computable sequence. 


每 个 可 计算 序列 人 至少 对 应 一 个 插 述 数 ， 但 不 存在 一 个 插 述 数 对 
应 多 个 可 计算 序列 。 


由 于 五 元 组 的 序列 无 关 紧 要 ， 因 而 打 乱 这 些 五 元 组 的 顺序 ， 不 会 影 
啊 机 级 计 算出 的 序列 。 很 明 旺 ， 可 以 有 多 个 描述 数 与 一 个 可 计算 序列 相 
关 ， 但 是 每 个 插 述 数 都 定义 了 一 台 只 能 产生 一 个 可 计算 序列 (人 至 少 在 以 
ATARE oR Tot PO EAL aS 

NAIA EH, ARBAB SEE SOIT eae BU SAGER 


The computable sequences and numbers are therefore enumerable. 


因此 ， 可 计算 序列 和 可 计算 数 是 可 数 的 。 
你 可 以 通过 列 出 所 有 可 能 的 插 述 数 来 枚 举 可 计算 序列 ， 因 为 插 述 数 
其 实 束 是 整数 。 图 姑 没 有 陈述 的 一 点 是 ， 可 计算 数 只 是 实数 一 个 可 数 的 
子 集 。 因 为 可 计算 数 是 可 数 的 ， 而 实数 是 不 可 数 的 ， 所 以 存在 很 多 不 可 
计算 的 实数 。 这 一 主题 将 在 后 面 更 多 地 探讨 。 


Let us find a description number for the machine I of 83. 


RITIRI ERESI FUB Ln LEE ERAS Bo 
mp), MENEH PAE OX 


书局 行为 
mH Jey PES 操作 最 终 m- 格 局 
b None PO. R c 
None R c 
None F1, R [ 
[ None R b 


When we rename the m-configurations its table becomes: 


qı 5, P5, R q, 
q; 5, P5, R q; 
qz 5, PSR q, 
qs So PS,R q, 


3E ff 这 些 m- 格 局 之 后 , d Ab Ms 


qı So P5,R q; 


qə So P5, R q; 
q; So PS,,R q, 
q4 5, PSoR q; 


这 是 一 种 很 直接 有 的 转换 。 


Other tables could be obtained by adding irrelevant lines such as 


qı 5, PS,R q, 


S DAE P RS CHR T AY EAS SUB: 
qı 5, P5 R q; 


也 融 是 说 ， 增 加 一 些 不 起 作用 的 行 可 以 得 到 生成 相同 可 计算 序列 的 
其 他 表 。 如 条 机 规 开 始 时 纸 市 是 空 日 的， 并 且 每 当 打 印 一 格 后 它 总 是 回 
右 移 动 ， 那 么 机 硕 将 永远 扫 拍 不 到 数字 0。 


Our first standard form would be 
qi Do 91 R qz; q2 So So R q3; q3 3o S2 R 43 q; So So Ry. 


我 们 得 到 的 第 一 个 标准 形式 如 下 : 
q;5,5,Rq; q,5,5, Rq5; q,5,5;Rq;; q,5,5,Rq;;. 
这 一 标准 形式 十 通 过 取 表 中 的 四 行 ， 并 用 分 号 将 这 四 行 代 表 的 格局 
分 开 得 到 的 。 把 它 转 化 成 标准 接 述 ， 要 求 将 q 叔 换 成 D 与 i (1 个 或 更 多 ) 
个 A 相连 的 序列 ， 将 5, 丛 换 成 D 与 i (0 个 或 更 多 ) 个 C 相 连 的 序列 。 


The standard description is 
DADDCRDAA;DAADDRDAAA; 


DAAADDCCRDAAAA; DAAAADDRDA; 


PETIA: 
DADDCRDAA;DAADDRDAAA; 
DAAADDCCRDAAAA;DAAAADDRDA; 


标准 摘 述 很 难 疯 读 ， 但 是 经 党 使 用 ， 因 此 你 应 该 努力 去 熟悉 它 。 为 
了 把 它 解码 成 其 原来 的 组 成 部 分 ， 我 们 先 来 关注 每 一 个 D。 每 个 D 都 代 
表 了 一 个 格局 或 者 一 个 从 号 。 

) 如 果 这 个 DD 后 紧 跟 若干 个 A4， 那 么 它 代表 了 一 个 格局 。 这 个 格局 

编 亏 是 A 的 数目 。 

) 如 果 D 后 不 是 A， 那 么 它 是 一 个 从 写 。 这 种 情况 下 ,DD 后 跟随 的 

是 0 个 或 更 多 个 C。 如 果 只 是 D 本 有 吴 ， 那 么 它 表 示 一 个 空格 ; 个 

则 ，DC 表 示 0，DCC 表 示 1， 与 更 多 的 C 相 连 表 示 其 他 符号 。 

图 灵 更 多 使 用 的 是 标准 描述 ， 而 不 是 描述 数 。 摘 述 数 更 多 地 存在 于 
抽象 意义 上 ， 图 灵 不 对 这 些 数 字 进 行 任何 计算 。 在 他 所 展示 的 例子 中 ， 
fru] ERAMS&A. H2REC. HIRED, H5RËR, HIRED S. X 
得 到 一 个 摘 述 数 。 


A description number is 
31332531173113353111731113322531111731111335317 
and so is 
313325311731133531117311133225311117311113353173132325: 


一 个 摘 述 数 是 : 
31332531173113353111731113322531111731111335317, 而 
3133253117311335311173111332253111173111133531731323253117 
也 是 一 个 摘 述 数 。 


第 二 个 数 除 了 尾部 增加 了 一 些 数字 (31323253117) 之 外 ， 和 第 一 
个 数 是 一 样 的 ， 这 些 增加 的 数字 对 应 了 图 灵 和 定义 的 ”不 相关 的 ?” 格 
qS S Rq HEEF: xy XE X. I tI. mx eL 
器 又 计算 得 到 两 个 完全 相同 的 数 。 回 想 一 下 ， 这 个 数 是 1/3 的 二 进 制 形 


式 。 也 就 是 说 ， 一 台 机 器 的 格局 重组 后 仍然 可 以 计算 产生 相同 的 数 ， 但 
是 它们 的 描述 数 是 不 同 的 。 

这 个 数 太 大 了 ! 显然 ， 疼 灵 并 不 在 意 这 些 数 有 多 大 。 例 如 ， 为 了 表 
示 出 qjs， 他 或 许 能 想 出 一 种 办 法 把 35 放 进 描 述 数 中 ， 但 是 他 没有 这 人 么 
做 。 为 表示 qds5， 和 标准 描述 要 使 用 如 下 序列 : 

DAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 
描述 数 包 括 如 下 数位 : 

311111111111111111111111111111111111 
并 且 这 些 数位 不 止 被 包含 一 次 ， 而 是 至 少 两 次 。 

这 种 方法 带 来 的 好 处 很 有 意思 。 想 想 一 台 计 算 n 的 图 灵机 。 正 常情 
况 下 ， 我 们 用 一 个 无 穷 序列 来 表示 T 的 数位 : 

n=3.1415926535897932384626433832795... 

现在 ， 我 们 可 以 使 用 一 个 有 限 的 整数 来 表示 rn， 这 个 整数 束 是 计算 n 的 数 
位 的 图 姑 机 的 手 述 数 。 哪 种 A 的 表示 更 好 呢 ? 是 前 32 个 数位 再 跟 上 管 略 
F? 还 是 有 多 长 耐心 就 能 生成 多 少 位 数字 的 图 灵机 描述 数 ? 在 菜 种 意义 
gi 
数 的 算法 。 

事实 上 ， 把 每 台 机 禹 归纳 为 一 个 数 ， 图 灵 已 经 使 仅 通 过 枚 举 正 整数 
便 产 生机 性 变 为 可 能 了 。 不 是 每 一 个 正 整 数 部 是 一 个 有 效 的 图 灵机 搬 述 
数 ， 而 且 很 多 有 效 的 手 述 数 也 不 能 接 述 非 循 坏 机 ， 但 这 种 枚 蕉 必然 包 合 
了 所 有 的 非 循环 图 元 机 ， 其 中 每 台 这 样 的 机 器 都 对 应 着 一 个 可 计算 效 。 
因此 ， 可 计算 数 是 可 枚 举 的 。 

这 是 一 个 很 重要 的 发 现 ， 尽 管 它 也 可 能 是 令 人 不 安 的 ， 因 为 它 意 味 
看 ， 大 部 分 的 一 一 或 者 根据 我 们 已 有 的 关于 实数 范围 的 知识 ， 几 乎 全 部 








的 一 一 实数 都 不 是 可 计算 的 。 
这 个 出 乎 量 料 的 友 现 ， 连 同一 些 数学 迟 论 和 量子 引力 的 研究 ， 优 使 
BUF AS Ta KE SE Ge EI): ”实数 完 竟 有 多 真实 ? ”由 - 能 证 明 实 数 


确实 存在 的 证 据 的 确 很 少 。 

现在 的 程序 员 很 目 然 地 就 能 想到 可 以 表示 成 数 的 计算 机 程序 ， 因 为 
一 个 程序 的 可 执行 文件 只 是 一 些 连续 的 字 节 。 退 第 我 们 不 会 把 这 些 字 节 
当 作 人 简单 的 数 ， 但 其 实 是 可 以 的 。 例 如 ，MS Word 2003 的 可 执行 文件 
是 WinWord.exe， 其 大 小 为 12 047 560 字 节 。 它 大 约 包 含 9600 万 位 ， 或 者 
2900 万 十 进 制 位 ， 因 此 表示 WinWord.exe 的 数 接 近 102%0%0。 这 的 确 是 
一 个 很 大 的 数 。 如 果 在 一 本 每 页 有 50 行 的 书 里 ， 按 每 行 打印 50 位 写 下 这 
个 数 ， 那 么 它 要 占用 11 000 多 页 。 这 是 一 个 比 闭 名 的 googol〈 即 10 的 100 
XI) 更 加 巨大 的 数 ， 但 是 它 仍然 是 一 个 有 限 数 。WinWord.exe 只 是 在 
枚 举 整 数 的 过 程 中 出 现 的 众多 可 执行 程序 〈 好 比 所 有 可 能 的 图 天 机 ) 之 


k Ene ERMA UL PUE SC HE, ER ce BS Ph d 
Eysi 
以 备 将 来 使 用 ， 图 灵 在 本 市 末 给 出 一 个 定义 。 


A number which is a description number of a circle-free machine 
will be called a satisfactory number. In 88 it is shown that there can be 
no general process for determining whether a given number is 
Satisfactory or not. 


非 循环 机 的 朱 述 数 称 作 可 接受 数 。 在 88 中 ， 我 们 会 指出 ， 不 存 
在 一 个 通用 程序 来 判定 未 个 给 定数 是 否 是 可 接受 数 。 


很 容易 判断 菏 个 特定 的 整数 是 否 是 一 个 明确 定义 的 摘 述 数 ， 但 是 图 
灵 泽 持 认 为 ， 不 存在 一 个 通用 过 程 来 判断 东 个 特定 的 拍 述 数 是 否 可 以 表 
示 一 个 非 循环 机 ， JF EL BY EMSCEESR3T E — 连 串 的 0 和 1。 没 有 一 个 通用 过 
程 可 以 用 来 确定 一 个 机 融 是 否 可 能 扫 朱 到 它 不 希望 遇 到 的 字符 ， 或 者 在 
1T EN ZRF IY Be ATOR eA, UR RUT Lae a Hbi. JA. Pepa 
数位 丢失 得 无 影 无 踩 。 
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A EVE SC P — 78 PIT FREI ES Lt al ze BOATS NOR SE ESI 2 IL 
ZPERIA, ze ABTA BA SLA E Y . CHIT TH 
的 特殊 计算 机 融 既 不 能 你 证 按 医 似 的 方式 执行 ， 长 全 也 没有 通用 的 零 
件 。 而 通用 机 在 获得 其 他 机 磺 的 标准 拉 述 后 束 可 以 模拟 它们 。 如 今 我 们 
可 以 说 ， 通 用 机 是 可 编程 的 。 


6. The universal computing machine. 
It is possible to invent a single machine which can be used to 


compute any computable sequence. If this machine ~' is supplied 
with a tape on the beginning of which is written the S.D of some 


f 
computing machine Jn 
y M 
then MY will compute the same sequence as | | . In this 
section I explain in outline the behaviour of the machine. The next 


Af 
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section is devoted to giving the complete table for 


6. 通用 计算 机 器 
发 明 一 台 可 以 计算 任何 可 计算 序列 的 机 右 是 可 能 的 。 如 果 为 机 


N 


相同 的 序列 。 在 这 一 节 中 ， 


| 
NE 4 
H.E d 


ae} beth RA, AIPA SAN EAR EANA 


poH RON Bee H U 的 完整 


A 


ZINE Blas 


的 标 


准 摘 述 ， 那 么 可 以 计算 出 与 


这 里 再 次 使 用 了 手 与 字体 。 图 元 使 用 


y 


使 用 “' 表示 通用 机 。 

当 我 们 说 到 计算 机 程序 的 时 候 ， 通 常会 涉及 输入 和 输出 。 一 段 程序 
读 取 和 输入， 瑟 出 输出 。 但 是 到 目前 为 止 ， 我 们 朱 述 的 机 硕 基 本 上 都 没有 
得 入 ， 因 为 它们 是 以 空 日 纸 市 开始 的 。 这 些 机 天 产 生 0 和 1 序列 形式 的 输 
出 ， 输 出 序列 中 可 能 会 临时 散布 一 些 其 他 用 作 标 记 或 便 芝 的 宇 符 。 


所 有 


A 


a 


„M 


oe weap 


相反 ， 通 用 机 


的 标准 描述 &md:&md: 字 母 A、C、D、 工 、N、R 构 成 的 描述 


格局 的 序列 。 机 需 


一 样 的 输出 。 
eee. xs aes 不 完全 相 


"E 


不 是 这 样 ， 提 供给 它 的 纸 市 已 经 包含 了 


以 一 个 空白 


A 


` 的 标 


I]. XE TOU P, U 不 能 完全 模仿 


MI 


的 纸 市 开始 ， 但 


HE THA p rr 器 两 个 方 回 输出 ， 会 出 现 什么 
vane maw A M 


EQ U RMA — RAHLA M 的 标准 描述 开头 的 纸 市 。 如 
朱 纸 市 的 两 个 方 癌 都 是 无 限 延 伸 的 ， 融 没有 “开头 ”一 六 了。 图 元 瞳 合 的 
— A 

A AR Ee Las JA PTT ER. CIE EA ZERUZS RO. ASA ALTRE 
Ur “MOL, Ue BRAC Ti ES REA Er DL PURIS. n FER 
VETERA Js TERT AG BR) E E DX: t FUR B8 30. 2 5681] Er ZU Ls E A SS? 

EAA HE. FORE, HAD SSH OH. DUE Rd 
HA E RAMUS ERE Ls E] n ee AP FREI» BERTA Be ZO HL f 


na n X & 88 FA LB] ES EG] oe BU TOUS ERI aA 
”图 灵 不 能 保证 他 的 通用 机 能 够 如 实地 复制 它 正 在 模仿 的 机 器 的 输 


出 。 他 只 说 : AL, „M 


相同 的 序列 。* 事 实 上 ， U 会 在 
FRY S yn MEE UEA 
E ae M SE Ay REY £8 BERE SS LE eT 


4S SORS 的 标准 描述 


Let us first suppose that we have a machine ~ *' which will write 
ra 


AL 


down on the F-squares the successive complete configurations of ` 


A 


BCR RRNA Bilas ， 它 会 在 纸 市 的 F- 格 处 写 下 


2 MNT 
如 前 所 述 ， 完 全 格局 是 完成 一 个 操作 后 纸 带 的 快照 ， 连 同 读 写 头 的 


位 置 和 下 一 个 m- 格 局 。 这 些 连续 的 完全 格局 提供 了 机 融 完 整 的 历史 拘 作 
记录 。 


These might be expressed in the same form as on p. 235, using the 
second description, (C), with all symbols on one line. 


这 些 可 以 使 用 同 第 235 页 一 样 的 形式 表达 ， 使 用 第 二 种 描述 
(C)， 并 且 所 有 的 符 亏 都 在 同一 行 。 


本 书 第 82 页 用 了 如 下 的 序列 展示 信息 : 
b :aac0 O:aaq0 Bia 


在 该 记 法 中 ， 连 续 的 完全 格局 间 使 用 冒号 阳 开 。 在 每 一 个 完全 格局 
表示 下 一 个 m- 格 局 的 德 文字 母 放 在 下 一 个 扫 摘 符 前 面 。 


Or, better, we could transform this description (as in 85) by 
replacing each m-configuration by “D” followed by “A” repeated the 
appropriate number of times, and by replacing each symbol by “D” 
followed by “C” repeated the appropriate number of times. The 
numbers of letters ^A" and “C” are to agree with the numbers chosen in 
85, so that, in particular, “0” is replaced by “DC”, “1” by “DCC”, and 
the blanks by “D”. 


Bee, UPN Tia, HDA ERE A H ART BH FB 
AVE SET m- Ja, FAD Ja RE 23259 FY CATA GIF] FIT ERE BET 
人 符号， 以 此 来 转换 当前 的 朱 述 “如 85) . S REAMICHI Z A füssrh 


TIAS H eS, 因此 ，0 使 用 DC 代替 ，1 用 DCcC 代 替 ， 衬 则 由 D 代 


H o 


图 灵 提 出 这 种 标准 描述 〈 他 这 么 称 ) 来 编码 机 器 的 状态 。 现 在 ， 他 
提出 再 使 用 它 来 表示 完全 格局 。 


These substitutions are to be made after th complete configurations 
have been put together, as in (C). Difficulties arise if we do the 
substitution first. 


RACER MASE Em, ARBRE RES, EDUDTE 
(CO) 中 。 如 果 先 进行 瞧 换 会 出 现 问 题 。 


我 猜想 ， 图 灵 这 里 想 要 表达 的 意思 是 ， 由 于 m- 格 局 和 符号 要 被 多 个 
符 写 代 蕉 (比如 ，1 变 成 DCC〉 ， 因 此 在 至 找 下 一 个 格局 的 时 候 必须 注 
意 滑 动 一 些 格 ， 以 防 破坏 菜 个 符号 的 编码 。 


In each complete configuration the blans would all have to be 
replaced by “D”, so that the complete configuration would not be 
expressed as a finite sequence of symbols. 


每 个 完全 格局 中 的 空白 部 必须 用 D 普 换 ， 因 此 ， 完 全 格局 不 能 
表示 成 一 个 有 限 的 从 号 序列 。 


字 苹 D 代 表 一 个 空格 。 图 灵 个 想 在 一 个 完全 格局 中 出 现任 何 中 靳 。 
他 想 使 每 个 完全 格局 都 是 一 个 没有 中 汤 、 连 续 的 字符 串 。 他 的 原 话 是 这 
样 的 :“ 因 此 ， 完 全 格局 不 能 表示 成 一 个 有 限 的 字母 序列 。” 这 样 的 表达 
不 是 很 明确 。 我 觉得 “不 能 ”应 该 是 “现在 ”。 很 明显 ， 他 不 想 用 一 个 由 符 
人 


D., 


If in the description of the machine II of §3 we replace “ y 


“DAA”, “ > ” by “DCCC”, “ Jj " by “DAAA”, then the sequence 
(C) becomes: 

DA: DCCCDCCCDAADCDDC: DCCCDCCCDAAADCDDC:.:... 
(C) 

(This is the sequence of symbols of F-squares.) 


* [ 
qn EE SSAL ASIN FA, FE L B MDAA, JE : B fh 
DCCC, aS 蔡 换 成 DAAA， 则 序列 (C) 变 成 : 

DA: DCCCDCCCDAADCDDC: DCCCDCCCDAAADCDDC: 
(C) 

(这 是 F- 格 处 的 符号 序列 。 ) 


图 灵 并 没有 提 到 他 所 做 的 所 有 蔡 换 。 他 还 把 b 蔡 换 成 了 DA， 空 
白 蔡 换 成 了 D，0 蔡 换 成 了 DC 


括 写 里 的 说 明 指 的 是 图 灵 提 出 的 机 器 ”“ ' 的 输出 方式 。 正 常 的 机 


A 


在 F- 格 处 打印 0 和 1， 并 且 用 下 - 格 处 的 其 他 符号 来 辅助 计算 0 和 1。 


Las J | 在 F- 格 处 打印 机 如 J | 的 连续 的 完全 格局 ， 并 且 使 用 E- 格 畏 
助 构造 这 些 连续 的 完全 格局 。 

用 这 种 方式 表示 的 完全 格局 是 很 难 疯 读 的 。 正 如 前 面 所 说 的 ， 需 要 
注意 的 是 D， 它 可 以 表示 一 个 格局 或 者 一 个 从 号 。 
) 如 来 DD 后 接 的 是 一 个 或 多 个 A, 那 么 它 是 一 个 格局 。 格 局 编号 古 A 的 数 


H. 

) 如 来 DD 后 接 的 不 是 A， 则 它 是 一 个 从 写 。 在 这 种 情况 下 ，D 后 接 的 可 
HéxEO TELS SC. WIRD, WERE TEA; 8 
Uj, DC 代表 0，DCC 代表 1， 后 接 多 个 C 则 指示 其 他 符号 。 


T 


It is not difficult to see that if ~ * can be constructed, then so can 


7 N 


'. The manner of operation of ~ *‘ ' could be made to depend on 
) | 


having the rules of operation (i.e., the S.D) of ~ * written somewhere 
y 


within itself (i.e. within " * '); each step could be carried out by 
referring to these rules. 


不 难看 出 ， 如 果 我 们 能 构造 出 J | ， 那 么 我 们 也 能 构造 出 
的 操作 规则 即 标准 描述 》 可 以 写 进 自身 ( 即 J | 


MA 
M 


D 的 示 个 地 方 由 它 来 决定 的 操作 方式 ， 每 一 步 都 可 以 由 这 些 
规划 算出 来 。 它 的 每 一 步 操作 部 可 以 参考 这 些 规则 来 执行 。 


把 M „M 


它 是 如 何 写 的 呢 ? 如 何 访问 它 呢 ? 图 灵 追 求 机 


的 标准 插 述 写 的 菏 个 地 方 ， 这 是 一 个 全 新 的 概念 。 


M 
E E 一 人 a 


HTT UH. RIRA 


A 


We have only to regard the rules as being capable of being taken 
out and exchanged for others and we have something very akin to the 
universal machine. 


他 的 目标 ， 虽 然 看 上 去 ”“' 确 定 是 可 以 构造 出 来 的 。 


我 们 只 需要 认为 这 些 规 则 征 可 以 取出 并 和 葵 换 的 ， 那么 我 们 便 得 
到 了 某 种 本 质 上 非常 类 似 通 用 机 的 东西 。 


DUE ae HAM LS. AREA TIA, BA “' 提供 


NE 


的 ”要 表达 的 意思 。 我 们 可 以 为 
机 器 的 标准 描述 的 纸 带 ， 


Al 


HERETER A AGT o XX IE zE X ES LI] n] CA E HE PR 


all y 


提供 一 个 包含 任何 想 要 模仿 的 


抽象 地 来 看 ， | 现在 变 得 几乎 是 ， 咽 ， 也 不 完全 是 显然 的 ， 但 
仍然 已 经 简单 了 很 多 。 AL, nma | 的 标准 接 述 的 纸 市 开 


始 。 这 个 标准 摘 述 负责 打印 A 的 连续 完全 格局 。 标 准 摘 述 和 完全 格 
局 使 用 相同 的 编码 方式 : 每 个 完全 格局 包含 一 个 字母 序列 ， 这 些 序列 大 
多 指示 纸 带 上 打印 的 符号 。 每 个 完全 格局 还 包含 了 一 个 以 D 开 头 、 后 接 
石 干 个 A 的 字符 串 ， 用 来 表示 位 于 扫 揪 从 前 面 的 下 一 个 格局 。 例 如 : 
DAAADCC 
完全 格局 中 的 这 个 字母 序列 表示 下 一 个 m- 格 局 是 qg,， 下 一 个 扫 摘 符 


是 1。 J | 的 标准 描述 的 某 个 位 置 会 出 现 与 之 完全 匹配 的 字母 序列 。 


A U 


CURA, ELAMIS, AW AEEA. ) 


BE R—- E. HAE S AL —H.— ^ RAT 
DURCH a, “ERY UL ECBEUI In x e Fa BREF FT EUS. RS 


如 何 移动 伟 写 头 的 编码 以 及 下 一 个 m- 格 局 。 U 必须 基于 最 后 的 完全 
a rm 并 且 把 要 打印 的 字符 和 下 一 个 m- 格 局 合并 
进来 。 

一 旦 考虑 到 机 益 操 作 的 第 一 个 完全 笠 局 是 平凡 的 ， 并 且 从 一 个 完 
格局 转 同 下 一 个 完全 格局 的 步骤 只 有 很 小 的 变化 ， 那 么 通用 机 可 能 融 科 
单 多 了 。 事 实 上 ， 这 只 是 一 个 比较 和 复制 符号 的 问题 ， 图 灵 已 经 定义 了 
一 组 执行 这 些 间 用 操作 的 m- 函 数 。 


AM Ll mE M 只 打印 


至 此 ， 图 灵 仍 然 在 谈论 ”“'， 而 不 是 


M 


` 的 完全 格局 。 


One thing is lacking: at present the machine ~ ‘ ' prints no 
figures. 


M 


我 们 忽略 了 一 个 问题 : 现在 的 机 器 ”“' 疫 有 打印 数字 。 


ERJ WLR, ukam A. (或 者 U ) 都 只 在 F- 格 处 打 


M 


Er 7 O MERE, CEE eH BEA, C. DAA S 2) SEM 
Wu, "EU n BETSHIE-METEZg — 1 8E. ATHY S bs H ee dT AOA. 


We may correct this by printing between each successive pair of 
complete configurations the figures which appear in the new 
configuration but not in the old. Then (C,) becomes 

DDA: 0:0: DCCCDCCCDAADCDDC : DCCC... (C,) 

It is not altogether obvious that the E-squares leave enough room 

for the necessary *rough work", but this is, in fact, the case. 


我 们 可 以 在 每 个 连续 的 完全 格局 对 间 打 印 数字 ， 这 些 数字 在 新 
格局 里 出 现 而 未 在 旧 格 局 里 出 现 ， 以 此 来 修正 这 个 问题 。(C)) 弯 
成 : 

DDA : 0:0: DCCCDCCCDAADCDDC : DCCC... (C,) 

ROSTER, ERA TT Dy EA REQUE TE A F EE 
间 ， 这 一 点 虽然 不 明显 ， 但 事实 上 确实 是 这 样 的 。 


(C,) 开 头 多 了 一 个 D， 这 是 印刷 错误 。(C) 和 (C)) 开 头 的 区 别 仅 在 于 
两 个 0 以 及 之 则 的 冒 写 。 它 们 是 第 一 步 操作 的 结果 ， 因 此 打印 在 了 第 一 
个 完全 格局 的 后 面 。 


vir A (和 U ) 打印 和 M 
说 M 和 M il 


ThE ABTA E. DOE, LEI ERTE 80 CH 
E, RE Splash XT EE 93 22 IR] e 
Ulixe ATT BE CER TBI As ESE FT ET LFS BA BL, FF ALB 


一 样 的 0 和 1， 如 此 残 可 以 


旦 被 打印 束 不 能 再 改变 。 如 来 没有 这 个 要 求 ， J | (和 U ) 打印 出 
的 数 可 能 会 相当 混乱 。 


T 


na ere 
的 ?全 部 的 数字 《0 或 1) . HENLE CPE Chie, BAKER 
作 只 包含 一 个 要 打印 的 符号， 且 读 写 头 移动 一 次 ) 时 ， 机 右 在 去 其 他 地 
方 的 路 上 会 经 常 扫 摘 到 一 个 符号 0 或 1。 在 这 些 情况 下 ， 机 器 必须 重新 打 


M.A A... 


印 0 或 1。 应 该 忽略 ”在 其 目 身 上 打印 0 或 1 的 次 数 。 
首 指 通用 机 ) 应 该 只 在 扫 摘 符 为 空 时 打印 0 或 1。 

图 灵 总 结 本 节 时 ， 提 议 完 全 格局 应 该 表示 成 数字 形式 ， 尺 管 他 从 来 
没有 使 用 过 这 种 方式 。 


The sequences of letters between the colons in expressions such as 
(C,) may be used as standard descriptions of the complete 
configurations. When the letters are replaced by figures, as in 85, we 
shall have a numerical 
[243] 
description of the complete configuration, which may be called its 
description number. 


可 以 把 表达 式 〈 如 C;) 中 冒号 之 间 的 字母 序列 作为 完全 格局 的 
标准 描述 。 如 果 用 数字 代 符 这 些 字 母 ， 束 像 在 85 中 那样 ， 那 么 我 们 
可 以 得 到 这 个 完全 格局 的 数字 表示 ， 也 可 以 称 作 它 的 描述 数 。 


AG apna ll 


ME, ERNER Rid ， 开 始 考虑 

现在 大 家 已 经 知道 ， 图 灵 对 于 通用 机 的 描述 中 有 少量 错误 。 (4A 
吃惊 的 是 ， 里 面包 含 的 错误 如 此 之 少 ， 尤 其 是 考虑 到 图 灵 不 能 在 真实 的 
计算 机 上 模拟 它 。) 在 分 析 通 用 机 的 过 程 中 ， 我 很 感激 埃 米 尔 : 波 斯 特 
的 纠正 出 和 唐纳德 : 戴 维 斯 所 做 的 分 析 。 号 

通用 机 对 图 灵 论 文 其 余部 分 的 论点 很 重要 ， 事 实 上 ， 他 完整 地 构造 
了 这 样 一 台 机 器 ， 证 明 这 样 的 机 器 是 存在 的 ， 整 个 过 程 极其 详细 。 然 
而 ， 一 旦 你 理解 了 它 的 基本 机 制 ， 束 会 发 现 这 些 细 节 太 过 元 余 。 因 而 即 
便 你 没有 消化 图 灵 描 述 中 的 每 一 个 符号 和 函数 ， 也 没有 关系 。 


7. Detailed description of the universal machine. 
A table is given below of the behaviour of this universal machine. 
The m-configurations of which the machine is capable are all those 
occurring in the first and last columns of the table, together with all 
those which occur when we write out the unabbreviated tables of those 


P (anf 


which appear in the table in the form of m-functions. E.g., 
appears in the table and is an m-function. 


7. 通用 机 的 详细 描述 
下 表 给 出 了 通用 机 的 行为 。 机 器 能 执行 的 m- 格 局 就 是 表 中 第 一 
列 和 最 后 一 列 中 的 全 部 格局 ， 以 及 把 表 中 的 m- 函 数 展开 成 未 缩 略 表 


E" 会 出 现 的 所 有 格局 。 比 如 ， 表 中 出 现 的 e (AT ) 就 是 一 个 m- 


m-H UU 是 图 灵通 用 机 的 一 部 分 。 在 机 器 的 描述 即将 结束 时 ， 某 


个 格局 在 其 最 终 m- 格 局 中 包含 了 上 (am y. 上 的 骨架 表 在 图 灵 论 
文 的 第 239 页 (本 书 第 113 页 ) 。 


` 9 R 
(©) 
Noto L 
| Any RR 
e; (©) 


None 


T 


在 使 用 NY 代 蔡 an 让 后 ， 图 灵 展 示 了 未 经 缩写 的 表 。 


Its unabbreviated table is (see p. 239) 


R 
e(ant) 
not a L 
y RER 
e1lanf) 


None 


Consequently e ( any ) is an m-configuration of 


FEAR SAMS EU P E239) : 


f 


ey (anf) 
e(anf) 


e1 (anf) 


ant 


ə R ey (ant) 


e(anf) 
not o L elanf) 
Any R,E,R ey (anf) 
ey (anf) 
None any 


因此 ， e (an 让) 是 U 的 一 个 m- 格 局 。 


图 元 从 摘 述 一 个 包含 东台 机 带 的 标准 描述 的 纸 市 开始 谈 起 。 这 束 是 
通用 机 将 要 谈 取 并 解释 的 纸 市 。 


When  "' is ready to start work the tape running through it bears 


on it the symbol on an F-square and again on the next E- 
square; after this, on F-squares only, comes the S.D of the machine 
followed by a double colon “::” (a single symbol, on an F-square). The 
S.D consists of a number of instructions, separated by semi-colons. 


4 | | 


' 推 备 开始 工作 的 时 候 ， 罕 过 它 的 纸 市 会 在 茶 个 F- 格 上 


ENA ATS ， 下 一 个 E- 格 上 义 是 一 个 ə 。 在 此 之 后 是 只 打 在 
F- 格 上 的 机 需 标 准 描述 ， 然 后 是 一 个 双 目 号“: o: " CHD APS, D 
现在 F- 格 处 ) 。 标 准 拍 述 由 右 干 指令 构成 ， 中 间 用 分 写 隔 开 。 


顺便 指出 ， 这 是 图 灵 第 一 次 在 论文 中 使 用 “指令 ”这 个 词 。 它 用 在 这 
Api nd. ALD Lae PATER PE 1 Se SANIT ENE TER BU 
的 指令 。 

在 此 之 前 〈 本 书 第 127 页 的 论文 第 5 节 中 ) , ARR SRE ja 
跟 一 个 分 写 ， 然 而 ， 通 用 机 要 求 每 个 指令 以 一 个 分 写 开 始 。 这 只 是 通用 
机 摘 述 里 极 少 几 个 “错误 ”中 的 一 个 。 

上 i |f 

uuu V dese, apo dd. 
它 是 交 蔡 打印 0 和 1 的 机 占 的 一 种 简化 形式 : 

m- 格 局 fj 操作 最 终 m- 格 局 

df So PS, R d 2 

q» So PS, R q; 


SCHAAF A ABER EAA — 
Si FIRES Ai SA ROA, AN BES BA BUSH “hot 
号 。 因 为 整个 纸 市 很 长 ， 我 在 这 里 把 它们 写成 两 行 : 


ja [D] JA] ID JD] JC] [R| |D] [A| [A] 









Ass WU uas 


的 指令 与 “A 打 印 出 的 、 
开 。 图 灵 提 醒 了 我 们 这 些 指令 是 如 何 被 编码 的 。 


双 冒 号 把 的 连续 完全 格局 分 隔 


Each instruction consists of five consecutive parts 
(i) “D” followed by a sequence of letters “A”. This describes the 
relevant m-configuration. 


每 条 指令 由 五 个 连续 的 部 分 组 成 : 
(i) D/E BET ARAB FP], HR 1 HAS B m-Fet sas 


D 后 必须 人 至少 有 一 个 A， 来 表示 一 个 m- 格 局 。 也 就 是 说， 第 一 个 格 
局 是 9q,， IM 4 eq) 


(ii) “D” followed by a sequence of letters “C”. This describes the 
scanned symbol. 


(ii) DJ Bet TT CRAB], HR S JIMI: 


对 于 符号 ， 单独 一 个 吃 表示 一 个 空 日 ; 一 个 吃 后 接 一 个 C 表 示 0; 一 
^ Dok S£ CHAI 


(iii) “D” followed by another sequence of letters “C”. This 
describes the symbol into which the scanned symbol is to be changed. 

(iv) “L”, “R”, or “N”, describing whether the machine is to move 
to left, right, or not at all. 

(v) “D” followed by a sequence of letters “A”. This describes the 
final m-configuration. 


" (iii) 万 后 接 另 一 在 干 个 C 构 成 的 序列 ， 描 述 了 扫 摘 符 将 要 转变 成 
Jj 

(iv) L. RÈN, WE f. ESSE ICE. AKELE]; 

(v) 男 一 个 DD 后 接 硅 干 个 A 构成 的 上 序列， 描述 了 最 终 m- 格 局 。 


通用 机 需要 打印 完全 格局 ， 而 完全 格局 是 由 字母 A、C 和 万 构成 的 ， 
seda vobia 印 由 0 和 1 组 成 的 可 计算 序列 。 通 用 机 使 用 小 写字 母 作为 
E- JEN o 


The machine  "* isto be capable of printing “A”, “C”, “D”, 
“0”, “1”, "u^, E “wW”, jp d y E 


g | 
现在 的 机 器 l HffTEHA. C. D. O. 


]. u. V. Wy XN y^ Zo 


图 灵 二 了 分 号 “2”(〈 用 来 分 隔 连 续 的 完全 格局 ) o 


The S.D ls formed from pu “A”, ca ue "pe “T, " “R”, “N”. 


S.DE;. A. C. D, Ly Ry NRYAK. 


Be POR, Ala Ras SBA LEER HY Be Ja — T BEA 
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Subsidiary skeleton table. 


NotA RR Ca on(®, a). Starting from 
A L PR wm(Ca) Y Fsquare, S say, the se- 
mh mise quence C of symbols deserib- 
A R PoR oCo) ing a configuration closest on 
v. the right of S is marked out 
D R, Pe, R «we 
ee E with letters a, €. 


C RPaR wng(@,a) wn(€, ) In the final con- 
Not C RR 区 figuration the machine is 
scanning the square which is 
four squares to the right of the 
last square of C, C is left 

unmarked. 


en (8, a) 


con (@, a) | 


conal@, o) | 


辅助 的 崩 染 表 如 下 : 


am (8, o) m RR con) en (€. a) [IAP 
A LPa R omn. (比如 9) Ft, Makiet 
A RPaR wn(@,a) ! 距离 8 右边 最 近 的 那个 格局 的 
D RPaR onla) - KT PIC, REE 
on(®, ), 进入 最 终 格 局 时 ， 


eq) | C BPuR wong(C,q) Pods aC) ss tA N 
ewe NC ORR € 的 第 四 格 CRISE 


m-pR žr COM 代表 了 configuration K) , wie f —7T el: 
en (C a) None PD, R, Pa, R,R,R G 
AA. AIR AA SS TROC £T ATR VE A o 


COM 函数 的 功能 是 用 He BUR IH 的 和 从 号 标记 一 个 格局 。 假 设 读 
与 大 处 在 一 NN ^ BU mN SMALE o 





COM KAREAR ADAAN, 吉 到 这 到 一 个 字母 4。 然后 在 A 的 

边 打印 一 个 字符 gq。 函数 和 DN 继续 在 每 个 A 的 右边 打印 标记 ， 直 到 通 
到 一 个 字母 D。 然 后 在 这 个 DD 的 右边 打印 一 个 标记 ， 再 转 同 $01t，。 也 数 
CON 在 每 个 C( 如 果 C 存 在 〉 的 右 侧 打印 标记 。 在 本 例 中 ， 格 局 中 没 
有 C， 因 为 扫描 格 是 一 个 空格 ， 因 此 结果 如 下 : 





骨架 表 中 对 CON 的 解释 部 分 有 一 点 令 人 迷惑 ， 因 为 图 灵 使 用 字母 C 
代表 定义 一 个 格局 的 整个 符号 序列 ， 然 后 又 在 标准 描述 中 使 用 相同 的 字 
母 。 第 二 段 (以 “最 终 格局 中 开头) 的 第 一 句 表明 读 写 头 最 后 将 留 在 格 
局 中 最 后 一 格 〈 也 就 是 ， 扫 描 字 符 的 最 后 一 个 格 ) 右边 的 四 个 格 处 。“C 
被 标记 "意思 是 “这 个 格局 未 被 标记 ”， 仅 当 的 第 一 个 参数 为 空 时 

适用 ， 

对 通用 机 的 描述 仅 占 图 灵 论 文中 的 两 页 。 图 灵 前 面 定义 的 m- 函 数 很 


有 拉 巧 ， 使 得 在 很 多 情况 下 ， “' 的 m- 格 局 只 是 简单 地 表示 一 个 特定 


的 函数 。 照 例 ， 机 器 仍 以 m- 格 局 b 开始 。 
The table for i. 
h by, by, 12) The machine prints 


:DA on the Fsquares after 


“> ant, 


b AYR, P:,R,R,PD,R,R,PA wi 


Hs UA Rae b, As: 之 后 的 F- 格 外 


i Kb :) 打印 D4， 然 后 二 an 
 R,R,P:,R,R,PD,R,R,PA wi 


m- PK 2 j TREES MEEI MFA yo IE MH TELS 380 
I, FREER Y 2 LWA AES. JPHam- Ta 
‘SH. SHa, Bem- eq, EENE EDA. RIE 


He b 要 打印 的 东西 ， 它 以 一 个 由 号 开头 来 划 定 每 一 个 完全 格局 : 





AF 
Al 的 下 一 个 m- 格 局 是 an ， 唐 纳 德 . 戴 维 斯 建议 用 此 代表 


g 


anjane anjane SENE TERMES " 
! j 5, 口 是 德语 表示 “开头 ”的 单词 。 第 一 行 中 的 函数 © 


TE KACK PIIR E NE 9 。 它 用 来 搜索 第 二 个 参数 的 最 后 一 次 出 现 。 


anf glanfy, :) mf. The machine marks 
the configuration in the last 
complete configuration with 
y, — fom. 


anh con(Eom, 3) 


an} glani, :) RUSO Wo 
ant ,机 器 用 ?标记 好 后 一 个 


ant] con(fom, y) ry AM E 中 的 格局 oR 后 —} 


fom 


L 

` 找到 冒号 〈 当 前 的 完全 格局 之 前 ) 之 后 ， 4 有 用 字母 y 标 记 这 
Am- MAA ON 添加 的 一 行 在 这 里 发 挥 了 作用 : 它 打印 一 

个 D (表示 一 个 空格 ) ， 同 时 标记 这 个 格 ， 如 下 : 


alei: loj AL JD] [o] le] JR] fo] [a] fal | 
l lo] la] fal [o] [o] [e] [c] IR] [o] [a] ff 














在 完全 格局 中 标记 m- 格 局 的 过 程 中 ， 每 当 ton 本 该 找到 一 个 代表 扫 
描 符 的 D 却 遇 到 一 个 空格 时 ，ton ,就 打印 一 个 D。 在 需要 的 方 格 越 来 越 
多 时 ， 纸 带 就 是 这 样 逐 渐 增 长 的 。 

现在 机 器 必须 找到 这 样 的 指令 ， 其 格局 和 刚才 的 完全 格局 中 标记 
为 y 的 符号 相 匹配 。 当 然 ， 有 很 多 指令 ， 但 是 它们 很 容易 被 定位 ， 因 为 
每 一 条 指令 前 都 有 分 号 。 从 最 后 一 条 指令 开始 向 前 测试 这 些 指 令 。m- 格 
局 tom 看 上 去 与 fom 很 像 ， 但 其 实 是 kom， 可 能 是 几 个 表示 “比较 ”的 单 
词 缩写 形式 中 的 一 个 。 


R, Pz, L con(tmp,x) fom. The machine finds 
lim 4 2 LL fom the last semi-colon not 
not znor; L fom marked with z. It marks 
this semi-colon with z and 
the configuration following 
it with x. 


| R, Pel con(tmp,x) im， 机 路 可 找 取 后 一 个 没 


imi 2 L, L » 有 被 ?标记 的 分 号 。 它 把 这 个 分 
not znor: L um 
FE FLAPS 
的 格局 标记 为 x 


在 第 一 趟 里 ， tom 找到 最 后 一 个 (最 右边 ) 指令 后 ， 在 分 号 后 打 
印 一 个 z， 然 后 用 COM 标记 紧 跟 着 的 格局 。 





it [D]Y AL y]D]y]| e» 


标记 z 表 明 这 条 指令 已 经 检查 过 。 在 后 面 寻 找 匹 配 的 尝试 中 ，tomt 会 跳 
过 之 前 ZA HZ uis e = 


eer es 
为 x (表示 一 条 指令 中 的 m- 格 局 和 扫描 符 》 和 标记 为 y 的 格局 表示 完全 
格局 中 的 当前 m- 格 局 和 扫描 符 )。 


Imp epe(e(fom, x, y), sim, x, y) imp. The machine com- 
pares the sequences marked 
x and y. It erases all letters 
x and y. — sim if they are 
alike. Otherwise — fom. 


Imp cpe (efom, x, y), sim, x, y) tmp ， 机 路 比较 标记 为 TY 和 
1) 的 序列 。 它 控 除 所 有 的 Y 和 ) 
如 果 这 些 序列 相似 就 二 sim ， 


= m. 
下 4! — Fem 


函数 水 5 在 比较 那些 标记 所 标识 的 字母 时 顺便 控 除 了 这 些 标 记 。 如 
I WE AO A E 
以 ) 。 

如 果 标 记 为 x 和 y 的 格局 不 匹配 〈 就 像 我 们 例子 中 的 这 样 ) ， 则 转向 
8 第 一 个 参数 ， 它 是 个 函数 AS RO, RORBBIOEA ORAS 
记 ， 最 后 退回 到 tom 来 处 理 下 一 条 指令 。 

函数 tn 中 有 个 小 问题 ， 图 灵 从 来 没有 定义 过 包含 一 个 m_ 格 局 参数 


和 两 个 符号 参数 的 函数 长。 而且， 由 于 部 分 甚至 全 部 的 y 标 记 都 已 经 


wi Po 控 除 ， 他 不 能 回 退 到 tom 。 事 实 上 ， 他 需要 返回 到 用 an 再 次 标 
记 这 个 格局 。 唐 纳 德 . 戴 维 斯 提议 ， 指 令 应 该 读 取 : 


tmp pe(e(e(anf, X), y), im, x, y) 
在 我 们 的 例子 中 ，any 将 重新 标记 完全 格局 中 的 m- 格 局 和 扫描 
符 ，tom 将 标记 下 一 条 指令 〈 按 指令 从 后 往 前 的 顺序 ) 。 





这 一 次 ， 由 上 nt as og PS 将 检测 匹配 ， 然 后 转向 Sim 。 所 


9) 
有 的 标记 x 和 y 痢 没有 了 ， 只 和 镜 下 了 标记 z。 最 左边 的 标记 z 位 于 y| 必须 
执行 的 指令 之 前 。 图 元 如 下 总 结 了 至 此 的 进展 。 


any . Taking the long view, the last instruction relevant to the last 
configuration is found. It can be recognised afterwards as the instruction 


following the last semi-colon marked z. 9!" 


an ， 从 长 远 角 度 考虑 ， 与 最 后 一 个 格局 相关 的 最 后 一 条 指令 
找到 了 。 因 为 这 条 指令 跟 在 用 z 标 记 的 最 后 一 个 分 号 后 ， 所 以 今后 


能 被 识别 出 来 。 然 后 Sim 。 

事实 上 ， 这 是 第 一 个 (最 左边 ) 航标 记 为 z 的 分 号 ， 但 是 ， 征 最 后 
一 条 被 俭 测 的 指令 。 m- 格 局 Sim 开始 使 用 ” ”在 指令 前 的 分 号 处 寻找 
该 标记 及 其 位 置 。 正 如 前 面 提 人 到 的 ， 指 令 包 含 五 个 部 分 : m- 格 局 ， 扫 哲 
符 ， 要 打印 的 符号 ， 工 、N 或 R， 以 及 最 终 m- 格 局 。 
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sim Pimy, simy, z) — sim. The machine marks out 
eim] won(sing,) the instructions, That part of 
| the instructions which refers to 

sin A MW operations to be carried out is 
not A R, Pu, R, R, R aim marked with U, and the final m- 





configuration with y. The let- 
MEA — My fnbz) o iere z are erased. 





ama 4 agus US 
A LPyR,R,R 9m; 
a TFE F 
m eim, sim ; dhag hy se gb 
i ra h DZ) im, 机 器 标记 出 这 些 指令 
sim con(simg, 


那些 表示 机 器 必须 执行 的 操作 
ins | A o ams 的 指令 标记 为 4， 最 终 m- 格 局 标 
notA R,PuR,R,R èm . hy, PAAR 
noA LP (mf, z) 
A L,PyR,R,R sm 


sima 





m- 格 局 Sum ,指向 的 是 缺少 第 二 个 参数 的 函数 Sonm 。 实 质 上 ， 它 跳 
A — UN Ir shy 


过 m- 格 局 和 扫描 符 ， 把 该 与 头 定 位 在 打印 操作 的 第 二 个 字符 。 





m- 格 局 Sim ,的 第 二 行 有 误 : 埃 米尔 :波斯 特 指出 ， 它 应 该 在 打印 u 
之 前 把 读 写 头 向 左 移 。m- 格 局 sim ,和 人 Mm ,标记 这 个 操作 (要 打印 的 符 
号 和 读 写 头 移动 的 字母 )》 和 下 一 个 m- 格 局 。 函 数 e E 之 前 


PERRIN VA LZ 


jeje]: [D| Jaj [o| jOjujC[u|R|ujD]y]A|Y]A|y 





ass (看 起 来 像 mj， 实 际 上 是 mk， 可 能 代表 “标记 ”) IW 


在 标记 最 后 一 个 完全 格局 。 函 数 “””〔 函 数 表 里 误 记 作 。” ) 的 第 一 
me " sgl 


mt (mt, :) mf, The last complete con- 
| | figuration is marked out into 
n R, R nt four sections. The configura- 
A LLLL mt tion is left unmarked. The 
symbol directly preceding it is 
marked with x. The remainder 


m 


C R, Pi, L, L, L mêz 


ma : n of the complete configuration 

D R Pr L,L,L "& is divided into two parts, of 

| which the first is marked with 

ii |not: RPv LLL mb v and the last with w. A colon is 
|: nta printed after the whole. 一 sb. 





mt, cont |(I(mt5)), ) 
Any R, Pw, R mes 


mts | 
Noe P: Qi 





mt git, :) me, RES LETT 





p POA Ak mi KRAN 个 部 分 。 这 个 格局 未 被 
] | | S 
A L, L, L,L mtz 标记 EZ W MAS ARIA 
C RAELE gw 其 余 的 完全 格局 分 成 两 个 部 分 ， 
m»: my 第 一 部 分 标记 为 Y， 第 二 部 分 村 
站 记 为 w， 最 后 打印 一 个 冒号 ， 然 
| | = s 
[nots BPo LLL ow uds 
ii: mts 
m con(|({(mt5)), ) 
| Any R,Pw,Rh mis 
Imi 
此 None P: eh 
mf 
m- 格 局 - 使 用 “ ”寻找 最 右边 的 冒号 。 这 个 冒号 出 现在 最 后 一 


个 完全 格局 之 前 。 完 全 格局 出 现在 F- 格 处 ， 通 常情 况 下 ， 由 D 后 接 0 个 或 
若干 个 C 构 成 ， 每 一 个 都 表示 纸 带 上 的 一 个 符号 。 这 些 符号 里 的 某 个 地 
方 埋藏 了 一 个 m- 格 局 ， 它 是 表示 成 一 个 D 后 接 若干 个 4 的 序列 。 


m- 格 局 mt ! 用 来 寻找 埋藏 在 完全 格局 中 的 m- 格 局 。 当 找到 一 个 A 
时 ， 它 把 读 写 涉 癌 左 移 至 这 个 m- 格 局 之 前 的 格 的 最 后 一 个 从 写 处 。 那 个 


mf 


格 标记 为 x。 接 着 ， ;把 所 有 前 面 的 字符 都 标记 为 v。 


mt ;过 到 一 个 冒号 时 ， ml PEE ES EH 4a LMF mt T Hj eon 
Ii m- KS REPEAT. 当 它 找到 非 C 的 字 ATI WS ROR. BRS dd 


mt 


， 其 他 人 符 写 均 标 记 为 w。 最 后 ， 3 HI— RSS. 


下 面 是 一 个 比 所 分 析 的 简 单 例子 稍微 复杂 一 扩 的 完全 格局 : 





| (pj [ey [o| jo] fay joj je] jo] JD] JC] | | Jv 


这 个 完全 格局 表示 一 个 以 0 (CDC) 和 一 个 空白 D) 开头 的 纸 带 。 
接 下 来 的 格 是 一 个 扫 摘 格 ， 古 用 格局 qg (DA) 表示 的 。 扫 摘 格 是 一 个 


mt 


0 (DC), JHER— 78H D) 和 一 个 0 (DO) 。 


结束 时 ， 纸 市 如 





唯一 未 标记 的 是 格局 〈 它 由 m- 格 局 DA 和 扫描 符 DC 组 成 ) 。 
在 前 面 的 人 简单 例子 里 ，m- 格 局 的 左边 和 扫描 格 的 右边 都 没有 符号 
A, v. xllwha iG AB ECA ACE FEAT TET 





所 有 的 部 分 都 已 标记 了 。 指 令 的 操作 和 最 终 m- 格 局 分 别 标记 为 u 和 y， 完 
全 格局 的 一 部 分 标记 为 v、x 和 w。 
除了 因为 机 器 扫描 到 一 个 0 或 1， 需 要 再 打印 一 明 0 或 1 的 情况 ， 如 果 
指令 打印 了 一 个 0 或 1， 那 么 通用 机 也 需 需要 打印 一 个 0 或 1。 通用 机 只 有 在 
el 
扫描 到 空格 时 才 打印 一 个 0 或 1。 这 就 是 ) (可 能 代表 “展示 ”) 的 功 
HE o 





ah Wehr, inet, u) oh 表示 检测 标记 为 1 的 


eh L. L. L lo A bs thy AB 指 分 中 2) be di 打 E 
QI D RRRR i 0 A AR, MARA 
2 ! TA 
not D inst 打印 0 或] 
C R, R ea 
ha | NS 
not C Inst 
C R, R ehs 
shy i 3 
not C pealinst, 0, :) 
| C imet 
ds | ATEA 
i not C peo init, l, 1 


à el 
首先 ， po ) 癌变 写 头 向 左 移 动 三 个 
位 置 ， 置 于 代表 扫描 格 的 最 后 一 个 符号 处 。 如 果 扫 描 的 格 是 一 个 空格 ， 
那么 那个 符号 可 以 是 一 个 D。 如 果 不 是 D， 那 么 将 跳 过 其 余 的 m- 格 局 转 
ay met. 

mM eh | eh p 
HSA ES, UOS ,转向 o, CR eR 
el eh eh sl 
) )， 接 着 检查 ) (X ) 和 和 和】 ， 看 打印 的 指令 是 

\ 
WDC (表示 打印 0) 或 者 DCC (表示 打印 1) 。 如 果 是 ， 那 么 


的 


,在 纸 


市 的 尾部 打印 出 相应 的 数字 和 一 个 冒号 。 现 在 的 示例 纸 市 如 下 : 





al 
显然 ， 表 的 ) 部 分 因为 使 用 了 了 二进制 数 而 非 十 进 制 数 而 得 以 何 
MEME eh Sh 
化 。 十 进 制 数 要 求 另 外 8 个 m- 格 局 CB 32 来 打印 2 一 9 位 。 


Ki 6 打印 了 0 或 1， 或 者 什么 都 没 打 印 ， 通 用 机 都 转向 INST [可 能 表 
示 instruction 〈 指 令 ) ， 不 过 表示 为 instigate (鼓动 ) ， 更 生动 ]。 最 后 剩 


下 的 工作 就 是 实现 ME 它 包括 当前 格局 里 标记 
为 x*、v 和 w 的 所 有 和 从 号， 因为 这 些 从 写 你 持 人 不 变 。 然 而 ，m- 格 局 和 扫 插 
的 格 会 被 伙 换 。 它 们 将 被 标记 为 y 的 m- 格 局 和 标记 为 u 的 从 写 葵 代 。 


d 


(net 的 表 中 又 一 次 引用 了 最 初 被 定义 为 ” 的 函数 同样 ， 
第 五 行 的 函数 “5 同 第 三 行 和 第 四 行 中 的 “5 一样。 
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inst g(I(insty ), w) inst. The next complete 

insti ü R.E inst Co) configuration is written down, 


carrying out the marked instruc- 


insti (L) ces (ob,U,y,xX,u,w) | | 

p Cm Sh tions. The letters u, v, w, x, y 
insti (A) C5 (oto, U, X, UH, y, w) are erased, — ant. 
inst UN ) ec (ov, U, X, y, U, t) 


eh e(anf) 


met a(Iinstz), u) inet, E 入 的 下 一 个 完全 


mu a RE inaa 格局 ,用 于 执行 被 标记 的 指令 
met (L) ur (ov, U, Yy X. U, w) = Hu OA WX. 1 被 探 除 最 
inst, LA) ces (ov, U, X, U, y, wW) JS anf 

inet] UN ) ec (ov, 0, X, Y, U, W) 

e e(anf) 


Ce ce 
Heck, K ,和 -都 没有 定义 。 基 于 ,， 我 们 可 以 很 
容易 地 构造 它们 : 


ce4 (95. Q , P, E à) ce( ce (35, P, y. 5), a) 
ces (25, a, B, y, 5, €) ce(ce4 (95, B, y, 6, €), œ) 


^ 


CE 
函数 .把 标记 为 的 符号 顺序 地 复制 到 纸 带 的 尾部 ， 然 后 再 复制 
标记 为 8 的 字符 ， 如 此 等 等 ， 在 复制 的 过 程 中 控 除 这 些 标记 。 


g 


mike Mta € , € 寻找 最 右边 的 标记 为 u 的 符号 ， 该 符 
可 以 为 5、R 或 者 N。m- 格 局 St 扫描 并 探 除 那个 符号 ， 然 后 根据 此 


= 
符号 分 别 转向 Inst qr, inet ,(R) 或 者 Inst ,(m。 图 灵 的 用 意 很 明 
显 ， 不 过 事实 上 ， 我 必须 阻止 在 机 器 的 这 个 点 上 引入 新 的 语法 ， 更 何况 


这 是 没有 必要 的 。 我 们 把 整个 的 Inst 格局 蔡 换 成 如 下 的 表达 式 : 
L R, E ces (09, V, y, x, u, w) 


mst] R R,E ces (ob, v, x, uU, Y, w) 


N R E ces (ov, v, X, y, u, w) 
在 这 三 种 情况 下 ， 标 记 为 v 的 格 首先 被 复制 到 纸 带 的 尾部 ， 最 后 复 


制 标记 为 w 的 格 。 由 v 标 记 的 这 些 人 符号 痢 处 于 完全 格局 左边 ， 卫 a 到 (但 不 
ri alla ABA E ADTCAX © PRU AIWHI TES AEF 49:13 
fai H 则 。 


, CCS ci] KIX — Pc e IRE SLEEK. HERRE. ME 
oR. 

EB: 下 一 个 m- 格 局 / 读 写 头 左边 的 符号 /被 打印 的 符号 

BR: 读 写 头 左边 的 符号 /被 打印 的 符号 /下 一 个 m- 格 局 

不 移动 : 读 写 头 左边 的 符号 /下 一 个 m- 格 局 /被 打印 的 符号 

例如 ， 如 果 读 写 头 向 左 移动 ， 那 么 下 一 个 m- 格 局 插入 到 上 一 次 读 写 
头 左 边 格 的 前 面 。 如 果 读 写 头 向 右 移 动 ， 则 下 一 个 m- 格 局 放置 于 被 打印 
符号 的 右边 。 

PCs D y 

的 每 一 个 函数 都 要 转向 [可 能 代表 over〈 结 束 ) ]。 函 数 


订 除 所 有 E- 格 ， 然 后 在 下 一 次 移动 之 前 转向 中 。 纸 带 现在 的 情 
UI F: 


al [0] Ja] ID |D] fe} JR| JO] [A] [A] | 









第 二 个 完全 格局 包含 了 符号 DC (REKO) ， 后 跟 DAA， 它 表示 一 个 
新 的 m- 格 局 q,。 

图 元 在 定义 通用 机 时 是 有 一 些 限制 的 ， 它 不 能 模仿 任意 的 普通 图 灵 
机 ， 因 为 它 不 能 在 完全 格局 的 左边 插入 空白 ， 因 此 模仿 任意 一 个 谈 写 头 
移 回 初始 位 置 左 边 的 机 器 ， 它 都 不 能 正确 的 工作 。 CHASE, ARERR 
COM 中 省 略 了 辐 右 边 插 入 衬 白 的 过 程 。) 这 样 的 通用 机 也 只 能 在 模仿 用 
0 或 1 代 合 空白， 且 这 种 代 符 按 从 左 同 右 的 统一 方式 进行 的 机 老 时 正确 运 
行 。 如 果 机 器 不 是 这 样 操 作 的 ， 那 么 通用 机 也 可 以 模仿 它 ， 只 是 不 能 打 
印 出 0 和 1 的 正确 序列 。 

尽管 存在 这 些 限 制 ， 还 有 一 些小 的 打印 问题 和 错误 ， 但 是 图 灵 还 是 
做 出 了 杰出 的 页 献 。 他 通过 展示 这 样 一 台 可 以 适当 地 编程 来 执行 任意 计 
算 机 莫 操 作 的 通用 机 ， 论 证 了 计算 的 一 般 性 。 一 本 受到 称赞 的 关于 可 计 


算 性 的 书 中 这 样 写 起 :“ 图 灵 关 于 通用 图 灵机 存在 性 的 理论 是 上 世纪 的 


— EAE. "S 


所 有 这 些 都 引发 了 一 个 问题 : 
阿兰 :图 灵 发 明 过 计算 机 吗 ? 





由 出 现在 埃 米尔 : 流 斯 特 论文 “Recursive Unsolvability of a Problem of 
Thue”, The Journal of Symbolic Logic, Vol. 12, No. 1 (Mar. 1947) , 1- 
11 的 附录 中 。 整 篇 文章 转载 于 Martin Davis, ed., The 

Undecidable (Raven Press, 1965) , 293-303. Mixt% TB. Jack 
Copeland, ed., The Essential Turing (Oxford University Press, 2004) , 
97-101. 

[21 E 2] is ak 7 Br] “Corrections to Turing’s Universal Computing 
Machine", in C. Jack Copeland, ed., The Essential Turing, 103-124. 1f 
何 息 要 编写 仿真 通用 机 程序 的 人 都 想 专 研 戴 维 斯 的 文章 。 

中 由 波斯 特 建 议 ，“Recursive Unsolvability of a Problem of Thue”, 7. 

I4! John P. Burgess¢t George S. Boolos. John P. Burgess 和 Richard C. Jeffrey 
Ft 34 HJ Computability and Logic, fourth edition (Cambridge University 
Press, 2002) SIN HU S HH SES] - 


AVA RIAN EJLA EMMAT, ARSE bergen y — 
AAS HH HL RJ" B E eT RL, ee aE les EF, 
Th NL BCS WU A a EE ELE PIA BOTT EN s LSM Pi EL 
We. WTOP TA CEE RA BET JE Ba AB FT Re WT 
并 构建 ) BE AV ATU BE. MINARA He 
求解 弟 微 分 方程 ， 但 它 所 能 做 的 也 仪 限于 此 。 

即使 古 那 些 深 入 探 款 构 建 数字 计算 机 的 人 们 ， 也 很 难 抓 住 数字 逻辑 
的 普 裔 规律 。 如 霍华德 : 艾 肯 ， 他 从 1937 年 就 开始 研究 数字 计算 机 ， 十 
计算 机 行业 一 位 真正 的 先驱 。 然 而 在 1956 年 ， 他 说 道 : 


如 条 事实 证 明 ， 一 合用 来 求人 微分 方程 数值 解 的 机 规 的 基础 多 
和 辑 ， 与 一 人 台 为 昌 货 店 制 作 账单 的 机 从 的 锡 辑 相同 ， 那 么 这 将 是 我 过 
SIT) ABRE HUTU S. HH 


VEZ —A RE AAU AZ SRL A, ALAA RE. Li 
AUT 5 BREST EE RC Lt es a TESS FT] EEN f, B 2 193647 ie SG 
开始 编写 软件 了 。 对 于 图 灵 来 说 ， 即 使 是 加 法 这 样 的 基本 算术 运算 也 可 
Ai 
AH: 





数字 计算 机 的 符 殊 性 在 于 它们 能 够 柑 拟 任何 离 敬 状态 的 机 右 。 
为 搬 述 这 一 点 ， 我 们 称 之 为 通用 机 。 有 了 有 共 备 这 一 特性 的 机 喜 ， 我 
们 残 能 得 到 一 个 重要 的 结 来 : WRASSE, ALA A m BOTA 
同 的 计算 过 程 设 计 不 同 的 机 冀 。 通 过 对 每 个 事件 恰当 编程 ， 所 有 的 
ZEE gg eee EEES Tr T 
ESH. 


图 灵 引 入 了 一 个 重要 的 限制 “如 条 不 考虑 速度 ”。 有 些 人 也 许 会 说 ， 
对 于 计算 机 而 言 ， 速 度 不 是 全 部 ， 却 不 可 或 缺 。 当 人 们 需要 某 种 特殊 的 


ANL, BI GOA BOR AEP SEES Ay AC EIR, TR Ze EY 
考虑 因素 ， 而 强大 的 存储 能 力 反 而 不 重要 。 然 而 ， 在 实际 的 数字 运算 能 
力 上 ， 所 有 的 数字 计算 机 都 是 通用 的 。 

在 关于 计算 的 发 展 史 上 ， 阿 兰 : 图 灵 的 地 位 从 来 都 不 十 分 明确 。 在 
一 部 权威 发 展 史 和 彰 作 -2 中 ， 图 灵 的 贡献 几乎 没有 提 到 ;， MEANS 
名 数学 家 写 的 历史 中 ， 计 算 机 被 看 成 是 数学 概念 的 物理 体现 -车 ， 图 灵 
就 被 视 为 一 个 最 重要 的 人 物 。 图 灵 在 计算 历史 著作 中 的 地 位 取决 于 到 把 
是 从 工程 和 商业 的 角度 ， 还 是 从 数学 和 学 术 的 角度 来 看 竺 计算 机 。 

图 灵 一 个 令 人 感 兴 趣 的 角色 涉及 图 姑 和 约 戎 : 色 : 话 依 曼 的 关系。 他 
们 的 第 一 次 见面 是 在 1935 年 4 月 ， 当 时 冯 : 诺 依 曼 从 普林斯顿 大 学 来 到 剑 
桥 大 学 讲授 关于 殖 周 期 函数 的 课程 。 在 此 之 后 ， 图 灵 决 定 加 入 普林斯顿 
AE. 1 1936 年 秋 ， 图 灵 到 达 普 林 斯 顿 大 学 后 ， 他 们 叉 取 得 了 联系 。 
161 汉 : 诡 依 曼 一 度 声 称 ， 在 哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 之 后 便 不 再 读数 理 逻 
辑 方 面 的 论文 了 ，- 二 所 以 我 们 并 不 知道 他 到 底 什 么 时 候 读 了 “可 计算 
数 ” 那 扁 论 文 。 这 两 位 数学 家 也 有 其 他 共同 的 数学 兴趣 CÓ F8] BH BR ASURU 
FE) ， 这 些 是 汉 : 诡 依 曼 在 1937 年 6 月 1 日 为 图 灵 写 的 关于 普罗 科 特 奖 
尝 金 的 推荐 信 中 提 及 的 。 

1938 年 7 月 ， 图 灵 离 开 普 林 斯 顿 之 前 ， 冯 : 诺 依 曼 为 他 提供 了 一 份 年 
新 1500 美 元 的 工作 ， 是 在 高 级 研究 院 担 任 目 己 的 助手 ， 但 是 图 灵 没 有 接 
受 。 当 时 ， 汉 : 诡 依 受 必 然 已 经 谈 过 了 图 灵 的 论文 。 在 图 灵 传 记 中 ， 安 
德 绷 : 堆 奇 斯 问 物 理学 家 斯 坦 尼 斯 多 :乌拉 姆 〈 当 时 也 在 高 级 研究 院 ) 询 
H KENKREA CB aK RT 1957*E. E533) 。 马 拉 
a ee ee er ee 
游戏。 


在 一 张 纸 上 写 下 一 个 尽 可 能 大 的 数 ， 用 一 种 与 图 灵 模 式 有 关 的 
方法 来 定义 它 .….. 冯 : 语 依 曼 对 他 十 分 英 识 ， 早 在 1939 年 束 和 我 所 到 
他 的 名 字 ， 并 且说 这 征 一 个 “聪明 的 主意 ”.….1939 年 ， 冯 : 话 依 曼 
ee e UK IR] Ee Ge BY A C 
和 名 字 。 18 


早年 和 图 灵 之 间 的 这 些 接触 ， 在 1944 年 9 月 汉 : 诺 依 曼 到 达 宾 尹 法 尼 
亚 大 学 的 舟 尔 电气 工程 学 院 时 突然 变 得 非常 重要 。 当 时 正在 建造 的 计算 
机 H 叫 作 ENIAC (电子 数字 积分 计算 机 〉 。 这 个 由 约 戎 : 埃 元 特 〈(1919 一 
1995 年 ) 和 约翰 :威廉 : 莫 奇 利 (1907—1980) 设计 的 30 吨 的 庞然大物 ， 
虽然 建造 出 来 了 ， 但 是 它 的 局 限 性 越 来 越 明 显 。 于 是 一 个 叫 
EDVAC (HF AMES ANTRAL 的 着 代 品 列 入 了 后 续 计 划 之 中 。 


从 一 开始 ， 汉 : 诡 依 受 就 不 单单 从 淤 在 用 户 ， 也 从 科学 家 和 技 
术 人 员 的 角度 来 考虑 问题 。 在 1944 年 剩 下 的 时 间 以 及 整个 1945 年 ， 
他 并 不 在 洛斯 阿拉 莫 斯 国 家 实验 室 ， 他 参加 了 EDVAC 方 面 的 技术 
会 议 ， 做 出 了 很 多 技术 页 献 ， 并 且 在 逻辑 设计 方面 提出 了 很 多 建 
Wo +2 


PRT, 1945*5E6H30H., 4—-mUA TS AK S AME TE E 
的 “EDVAC 的 第 一 份 草案 报告 ”二 HEN, ENKET, B 
使 在 今天 仍然 余 烟 未 尽 。 这 篇 报告 强调 了 一 些 概念 ， 比 如 计算 机 应 该 是 
电子 的 ， 必 须 使 用 二 进 制 数 ， 以 及 程序 应 该 存储 在 内 存 中 。 但 是 也 许 再 
也 无 法 完全 确定 ， 这 些 概念 是 冯 : 诡 依 曼 自己 提出 的 ， 还 是 他 只 不 过 是 
将 在 穆 尔 学 院 构 建 ENIAC 时 的 想法 组 合 了 一 下 。 数 十 年 来 ， 当 人 们 描述 
数字 计算 机 的 时 候 总 是 会 提 到 “ 汉 : 诺 依 曼 体系 结构 ”"， 现 在 这 个 词 渐渐 
地 不 再 使 用 ， 很 大 程度 是 因为 这 样 称 呼 缺乏 对 在 计算 机 体系 结构 上 有 上 所 
贡献 的 其 他 人 的 尊重 。 

“EDVAC 的 第 一 份 草案 报告 ?只 引用 了 一 篇 出 版 文献 ， 它 是 发 表 在 
期 刊 《 数 学 生物 物理 学 公报 》 上 题 为 “神经 活动 内 在 概念 的 逻辑 演 
算 近 上 的 论文 。 这 篇 引用 文献 表明 了 妆 : 详 依 受 在 计算 机 和 人 脑 关 系 上 
的 兴趣 ， 同 样 有 趣 的 是 ， 这 篇 论文 的 作者 所 提出 的 大 脑 的 生理 学 概念 正 
是 基于 图 灵机 的 方法 。 考 卡 洛克 和 匹 欧 的 论文 同样 被 诡 们 特 : 维 纳 
(1894—1964) 的 经 典 著作 《控制 论 : 关于 在 动物 和 机 器 中 控制 和 通信 
的 科学 》 (1948)〉 所 引用 。 我 会 在 第 17 章 详细 讨论 麦 卡 洛克 、 匹 次 、 维 
2h FS VER 

HREFNA) 3B 25 vi AR SA XE VS Hr n] i AK SE LL 
作 ， 他 还 记得 汉 : 诺 依 曼 对 于 图 灵 1943 年 (或 1944 年 ) 发 表 的 那 篇 论文 
是 如 此 地 充满 兴趣 : 


汉 : 诡 依 曼 癌 我 介绍 了 那 明 论文 ， 在 他 的 众 促 下 我 认真 地 阅读 
了 论文 。 很 多 人 都 称 冯 : 诡 依 曼 是 “计算 机 之 父 ”《〈 以 现在 对 这 个 词 
的 理解 ) ， 但 是 我 保证 他 目 己 从 未 犯 过 这 样 的 错误 。 他 一 下 和 我 
(肯定 还 有 列 人 ) Ghia, HEA ae RT AREY CA GAS 
村 巴 贝 厨 、 埃 达 和 其 他 人 痢 预 想不到 的 融 度 〉， 而 他 只 是 起 了 助 推 
的 作用 。 在 我 看 来 ， 汉 : 访 依 曼 的 本 质 角 色 束 是 ， 让 世界 知道 图 灵 
的 这 些 基础 概念 ， 并 在 移 尔 学 院 和 其 他 地 方 进行 了 研究 工作 。- 
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虽然 阿兰 :图 灵 多 数 情 况 下 是 因为 他 的 论文 而 被 人 们 铭记 的 ， 但 是 
他 的 名 字 同 样 与 三 个 大 型 计算 机 项 目 相 联 系 。 

第 一 个 项 目 是 巨人 (Colossus) ，1943 年 制造 于 布 莱 切 利 庄园 的 破 
译 密码 的 计算 机 。 它 是 由 托马斯 : 弗 劳 尔 斯 (1905 一 1998) 设计 的 ，20 
世纪 30 年 代 他 在 英国 邮政 电话 分 部 的 研究 实验 室 工 作 ， 熟 悉 开 关 电 路 和 
电子 学 。 虽 然 一 些 人 认为 图 灵 也 参加 了 巨人 项 目 -4 ， 但 是 很 显然 ， 他 
并 没有 。 他 当然 知道 这 个 项 目 ， 但 是 “拒绝 受 邀 负责 其 中 一 个 主要 音 
分 所 5 。 尽 管 如 此 ， 图 灵 论 文 对 巨人 的 逻辑 设计 的 影响 是 公认 的 。-L 

图 灵 更 多 参与 的 是 位 于 伦敦 西南 部 特 丁 顿 的 国家 物理 实验 宝 
(NPL) 的 计算 机 项 目 。1944 年 ，NPL 的 领导 者 是 查尔斯 :达尔 文 酉 十 
(1887—1962) 二 ， 他 的 祖父 曾 扔 写 了 在 生物 学 上 版 具 影 啊 的 著作 。 
达尔 文 创 建 了 一 个 “数学 部 ”， 其 工作 就 是 研制 自动 计算 机 器 。 

数学 部 的 负责 人 J. R. 沃 默 斯 利 在 1945 年 6 月 招 图 灵 来 NPL 面 试 。 
LBL IR ERA ee AL es “A TT EE’, FFA AHA RKB“ B XI 
Sk" (ACE) HJib GEL. ma SE" i8] BCR rp fog TEXTE R Hi 
巴 贝 奇 的 回忆 。 

图 灵 那 时 已 经 读 过 了 冯 : 话 依 曼 那 篇 关于 EDVAC 的 报告 ， 对 他 自己 
的 计算 机 有 了 一 些 想法 ， 并 在 1945 年 结束 之 前 完成 了 报告 “在 数学 部 中 
开发 日 动 计算 引擎 的 方案 *>。 图 灵 的 报告 虽然 说 “对 提出 的 计算 费 有 了 十 
A A IBIBISTS", [Ee Xe SEL E 1 ATK RAT EDVACHBJTR d — ite ps] 
pe”, H 

图 灵 提 出 的 机 器 是 电子 的 ， 使 用 二 进 制 数字 (虽然 位 和 位 需要 连续 
传输 ) ， 具 有 1MHz 的 时 钟 速 率 。 它 使 用 水 银 延 迟 线 存 储 器 ， 通 过 水 银 
管 中 的 声波 脉冲 来 存储 比特 信息 。 一 个 五 英尺 长 的 水 银 管 可 以 存储 1024 
比特 的 数据 。 每 一 比特 从 水 银 管 的 一 端 传 送 到 另 一 端 大 约 需 要 1 坚 秒 ， 
这 样 它 可 以 被 存 取 并 返回 水 银 管 的 开始 再 利用 。 图 灵 预 计 ， 一 个 32 比 特 
的 数 的 加 法 需要 32 微 秒 《〈 每 一 比特 一 微 秒 ) ， 而 32 比 特 的 数 的 滋 法 需 
要 “超过 2 坚 秒 ”的 时 间 。-20 

图 灵 的 设计 只 用 了 很 少 的 原始 指令 ， 大 部 分 可 以 在 寄存 器 和 内 存 之 
间 传 输 。 这 种 情况 下 ， 它 类 似 现代 的 精简 指令 集 计 算 机 CRISC) 一 一 
采用 较 快 的 硬件 ， 更 复杂 的 工作 由 软件 完成 。 图 灵 似 乎 还 发 明了 栈 
最 终 成 为 了 计算 机 存储 的 篆 用 类 型 ， 类 似 于 上 自助 餐厅 里 用 弹 敬 托 架 操 得 
很 高 的 一 扒 盘 子 。 最 后 一 个 盘子 “推进 栈 里 ， 成 为 下 一 个 要 被 * 弹 ”出 的 
胡子。 图 灵 将 这 两 个 方法 分 别 叫 “着 住 ” OBURYO AH 
Jf" (UNBURY) , 4 

图 灵 在 1947 年 2 月 20 日 给 伦敦 数学 协会 写 的 讲稿 中 ， 对 计算 给 出 了 
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想 让 计算 机 可 以 拥有 人 工 智能 这 一 说 法 更 具有 说 服 力 ， 必 须 提供 比 
现在 多 得 多 的 存储 能 力 。 在 我 看 来 ， 制 造 大 的 内 存 要 比 用 更 快 的 速 
度 计 算 诸 如 乘法 的 运算 重要 得 多 。-2 


正如 所 料 ， 图 灵 清 楚 地 认识 到 了 一 进 制 相 比 于 十 进 制 而 言 所 拥有 的 


对 于 大 规模 计算 机 而 言 ， 使 用 二 进 制 是 很 自然 的 事情 。 在 二 进 
SR ERIE. MARE RANTAA TERENE 


在 讲稿 的 最 后 ， 图 灵 特 别提 到 了 可 以 修改 自己 指令 集 的 机 器 : 


怠 像 一 个 小 学 生 ， 他 从 老师 那里 学 到 了 很 多 和 东西， 同时 通过 目 
己 的 学 习 也 增长 了 很 多 知识 。 我 党 得 ， 当 理应 把 这 合 机 邢 看 作 和 是 在 
展示 智能 的 时 候 ， 束 会 是 这 种 情况 。- 和 2 


到 了 1947 年 9 月 ，ACE 缺 乏 进 展开 始 令 图 灵感 到 诅 丧 。 他 请 了 一 年 
的 半 薪 休假 ， 离 开 了 剑 酉 。NPL 期 望 图 灵 至 少 能 再 回来 工作 两 年 ， 但 是 
他 没有 回来 。“《〈 实 验 版 的 ACE 一 直到 1950 年 才 就 绪 ， 而 且 已 经 和 图 灵 当 
初 的 设计 偏离 了 许多 。) 

而 图 灵 加 入 了 从 1945 年 束 在 曼彻斯特 大 学 的 老 克 斯 : 纽 受 的 队伍 
里 。 纽 曼 获 得 批准 ， 建 立 了 一 个 新 的 计算 机 器 实验 室 ， 并 制造 了 一 人 台 叫 
做 Mark I 的 机 器 。 在 1948 年 6 月 ，Mark I 成 为 了 “第 一 台 完 工 的 EDVAC 类 
型 的 电子 程序 存储 计算 机 ”。-25. 

图 灵 在 9 月 加 入 了 曼彻斯特 大 学 的 数学 系 ， 参 与 纽曼 的 新 项 目 。 两 
个 月 后 ， 他 们 和 曼彻斯特 的 一 个 电子 制造 两 费 伦 蒂 有 限 公 司 达 成 协议 ， 
为 后 者 制造 商业 化 的 机 器 。 

图 灵 基 本 上 是 负责 Mark I 的 编程 工作 。 大 约 1951 年 ， 图 灵 接 受 的 任 
务 是 为 这 个 机 器 产品 编写 第 一 本 “程序 员 手 册 ”?。 在 手册 中 ， 图 灵 将 编程 
定义 为 : “一 种 使 数字 计算 机 按照 人 的 意愿 工作 ， 并 将 其 正确 表达 在 罕 
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除了 使 用 水 银 延 人 运 线 ，Mark I 还 使 用 了 阴极 射线 管 〈CRT) 来 做 存 
储 右 。 这 种 存储 噩 一 般 称 为 威廉 姆 斯 党 ， 是 1946 年 12 月 来 到 曼彻斯特 的 
F. C. 威廉 姆 斯 识 先 研究 出 来 的 。 雷 要 存储 的 数据 以 电 脉 冲 形 式 发 送 到 
CRT， 然 后 用 一 组 点 阵 显 示 在 屏幕 上 ， 每 个 点 代表 一 个 比特 。 用 不 同 密 
上 或 大 小 的 点 来 区 分 0 和 1。 电 子 管 前 的 金属 盘 用 来 接收 这 些 点 ， 并 日 允 
许 电 子 管 进行 刷新 或 者 读 取 。 男 一 个 CRT 人 允许 人 们 来 查看 这 些 点 并 且 检 
查 数据 。 到 了 1947 年 ， 每 个 CRT 都 可 以 存储 2048 比 特 的 数据 。 

Mark I 用 40 比 特 的 字 来 存储 数据 ， 这 样 可 以 存储 两 条 20 比 特 的 指 
令 。 这 些 字 以 5 比特 一 组 显示 在 CRT 上 ， 其 中 每 个 5 比特 人 码 由 对 应 这 个 人 码 
的 电 传 打印 机 字符 表示 ， 由 此 开发 了 一 种 32 进 制 的 记 法 。 为 了 谈 一 个 数 
字 ， 需 要 知道 每 个 字符 对 应 的 码 。 这 些 字 符 码 并 不 是 以 字母 顺序 排列 
的 ， 按 照 图 灵 的 做 法 ， 每 个 想 要 在 Mark I 上 开发 程序 的 人 都 需要 记 住 这 
个 32 字 人 符 的 序列 : 


/E@A:SIU = DRINFCKTZLWHY PQOBG"MXVE£ 

图 灵 参 加 这 些 实际 的 计算 机 项 目 可 能 会 让 我 们 忽略 一 个 简单 的 事 
Se: 图 灵 “ 可 计算 数 ” 论 文 的 目的 并 不 是 设计 一 个 通用 的 计算 机 器 。 这 篇 
论文 的 全 部 目的 是 希望 用 这 个 假定 的 计算 机 来 帮助 解决 判定 性 问题 。 这 
里 还 有 几 个 步骤 要 做 。 一 个 关键 的 步骤 束 是 要 证 明 ， 图 元 机 本 质 上 会 被 
限定 在 它 能 做 的 事情 中 。 

图 元 在 论文 的 引言 中 提 到 : “尽管 可 计算 数 如 此 之 多 ， 并 且 在 很 多 
方面 与 实数 相似 ， 但 它 是 可 数 的 。” (论文 第 230 页 ， 本 书 第 57 页 。) 在 
第 5 节 中 ， 他 证 明了 “每 个 可 计算 序列 至 少 对 应 一 个 描述 数 ， 但 不 存在 一 
个 描述 数 对 应 多 个 可 计算 序列 。 因 此 ， 可 计算 序列 和 可 计算 数 是 可 数 
的 。”( 论 文 第 241 页 ， 本 书 第 125 页 。) 

仍 有 一 些 疑 问 。 很 显然 ， 可 计算 数 很 多 ， 至 少 包 含 一 些 超 越 数 。 用 
图 灵机 计算 rn、e 或 者 刘 维 尔 剃 数 古 完全 可 能 的 。 人 确实 ， 数 位 之 间 符 合 某 
种 次 序 的 超越 数 是 图 灵机 可 计算 的 ， 这 束 是 马 拉 姆 和 冯 : 诺 依 曼 在 一 起 
旅行 时 玩 的 游戏 。 

然而 ， 大 部 分 ..….. 不 不 不 ， 我 们 现实 点 ， 就 说 “事实 上 全 部 ” 吧 。 事 
实 上 ， 全 部 的 超越 数 都 貌似 其 数位 是 随机 的 。 在 实数 领域 ， 数 位 序列 的 
顺序 性 或 者 可 计算 性 并 不 怎么 提 及 ， 利 提 到 的 是 完全 性 和 总 体 随 机 性 。 

你 如 何 制 造 一 人 台 可 以 计算 一 个 没有 规律 的 数 的 机 需 昵 ? 你 只 是 随机 
地 生成 数位 吗 ? 

随机 性 不 是 计算 机 能 处 理 好 的 事情 ， 但 是 计算 机 经 党 要 求 一 些 随机 


的 行为 。 一 些 统计 程序 需要 随机 数 ， 一 些 电 脑 游 戏 需要 随机 数 来 改变 行 
为 。 没 有 随机 数 ， 纸 牌 游戏 的 每 手 牌 都 会 完全 一 样 。 

程序 语言 总 是 为 程序 员 提 供 一 些 标准 方法 来 生成 随机 数 。 例 如 ， 用 
C 语 言 写 的 计算 机 程序 可 以 使 用 叫做 rand 的 函数 来 获得 一 个 0 到 32767 之 
间 的 随机 数 。rand 函 数 从 一 个 叫做 种 子 的 数 开始 ， 种 子 初 始 化 默认 为 
1。 不 同 的 rand 函 数 可 能 以 不 同 的 方式 来 实现 算法 。 例 如 ， 下 面 是 rand 函 
BAY WX Cig BLL SEI: 


int seed = 1: 


int rand (| 


PES p 
E 


return ((seed = seed * 214013 + 2531011) >> 16) & 32767; 


这 个 rand 函 数 将 种 子 乘 以 214 013， 然 后 加 上 2 531 011， 再 后 用 这 个 
结果 蔡 换 种 子 ， 供 rand 函 数 下 次 调 有 用。 然而， 种子 被 定义 为 32 位 有 符号 
整数 ， 可 能 会 出 现 问 上 溢出 或 者 回 下 次 出 。 计 算 的 结果 会 截 位 至 32 位 ， 
如 果 最 高 位 是 1， 那 么 结果 实际 上 是 负 的 。-+ 驻 计算 过 程 接着 将 结果 移 
动 16 位 ， 相 当 于 将 它 除 以 65 536， 然 后 截 掉 多 出 来 的 。 最 后 在 结果 和 32 
767 的 位 之 间 进 行 AND 布 尔 运算 。 这 样 会 去 掉 除 低 15 位 外 的 所 有 位 ， 确 
保 结 果 在 0 到 32 767 之 间 的 。 

即使 你 不 理解 上 述 费 解 的 计算 ， 也 能 看 出 rand 函 数 其 实 不 会 真 的 生 
成 随机 数 ! 这 个 函数 是 完全 确定 的 。 从 种 子 值 为 1 开始 ， 重 复 地 调用 函 
数 总 是 产生 一 系列 相同 的 计算 结果 : 

41 

18 467 

6 334 

26 500 

19 169 


程序 第 一 次 调用 rand， 也 数 会 返回 41， 而 第 30 546 次 调用 rand， 函 数 还 
是 会 返回 41， 人 然后 一 直 重 复 。 

这 样 的 结果 序列 完全 取决 于 种 子 和 算法 ， 它 并 不 是 真正 随机 的 ， 它 
被 称 为 伪 随 机 序列 。 如 果 在 rand 函 数 生 成 的 数字 上 进行 统计 实验 ， 它 们 
会 表现 出 随机 性 。 在 一 些 应 用 程序 中 ， 伪 随机 序列 可 能 比 真 正 的 随机 数 
更 好 ， 因 为 它 可 以 重新 产生 结果 来 测试 程序 是 否 正 党 运行 。 

然而 ， 在 游戏 中 并 不 希望 看 到 总 是 产生 相同 的 一 串 随机 数 。 鉴 于 
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约 戎 :加 : 诡 依 受 曾经 说 :“ 任 何 想 用 算术 方法 来 产生 随机 数 的 人 都 是 
有 罪过 的 。”- (这 在 他 揪 述 了 用 算术 方法 来 产生 随机 数 之 前 是 正确 
的 。) 因为 计算 机 是 没有 能 力 产 生 随机 数 的 ， 如 果 应 用 程序 真有 的 需要 一 
个 随机 数 ， 那 么 融 必 须 抛 开 计算 机 用 特定 的 使 件 来 做 这 件 事 。 硬 件 随 机 
BU Eas (RNG) 可 以 使 用 环境 噪声 或 者 量 了 于 过 程 来 产生 随机 数 。 

令 人 好 柯 的 和 证， 阿兰 :图 灵 似 乎 起 到 了 在 便 件 上 生成 随机 数 的 方 
法 。 图 灵 提 出 ， 在 曼彻斯特 大 学 研制 的 Mark I 的 生产 模型 中 要 有 一 条 特 
别 的 指令 : 从 噪声 源 生 产 随 机 数 。 结 果 ， 随 机 数 并 没有 预想 的 那么 随 
机 ， 不 过 已 经 足够 让 你 不 必 像 通常 那样 去 调试 它 了 。 一 下 

我 们 假设 有 一 个 人 硬件 RNG， 用 它 来 产生 一 个 0 和 1 的 序列 ， 束 像 图 灵 
机 那样 。 在 序列 前 太一 个 三 进 制 小 数 操 ， 你 会 看 到 一 个 实数 〈 坚 无 疑问 
是 超越 数 ) 在 你 面前 锌 正确 构造 了 出 来 。〈 如 果 你 使 用 软件 来 生成 伪 随 
机 序列 ， 种 子 最 终 会 被 重新 计算 ， 序 列 会 重新 开始 。 得 到 的 数字 会 由 一 
些 重复 的 数位 序列 组 成 ， 这 意味 看 它 是 一 个 有 理 数 。) 

现在 定义 一 个 图 灵机 ， 它 生成 的 实数 与 刹 件 RNG 生 成 的 实数 完全 相 
同 。 但 是 你 做 不 到 。 复 制 RNG 的 唯一 方法 十 图 姑 机 显 式 地 打印 每 个 你 想 
要 的 数位 ， 但 这 不 是 一 个 拥有 有 限 个 格局 的 图 元 机 。 

也 许 大 多 数 实数 的 随机 性 只 下 一 个 约 想 。 半 葛 ，T 的 数位 看 起 来 是 
随机 的 ， 但 r 肯 定 是 可 计算 的 。 也 许 表 现 出 随机 性 的 实数 确实 有 一 些 我 
们 不 知道 的 底层 结构 。 我 们 换 一 个 思路 考虑 这 个 问题 ， 也 许可 以 证 明 可 
计算 数 古 不 可 数 的 。 然 后 ， 我 们 可 以 睡 个 好 先 ， 因 为 知道 了 每 个 实数 部 
是 可 计算 的 ， 我 们 很 欣慰 。 

E| R ia e H E A E HE R o 


8. Application of the diagonal process. 

It may be thought that arguments which prove that the real numbers 
are not enumerable would also prove that the computable numbers and 
sequences cannot be enumerable”. It might, for instance, be thought that 
the limit of a sequence of computable numbers must be computable. 

“Cf. Hobson, Theory of functions of a real variable (2nd ed., 

1921), 87, 88. 


8. 对 角 线 法 的 应 用 
人 们 可 能 认为 ， 证 明 实 数 是 不 可 数 的 论据 同样 可 以 用 于 证 明 可 
计算 数 及 可 计算 序列 是 不 可 数 的 "。 例 如 ， 可 以 认为 一 个 可 计算 数 
序列 的 极限 一 定 是 可 计算 的 。 
"Cf. Hobson, Theory of functions of a real variable (2nd ed., 
1921) , 87, 88. 


Fd RH Ta SS AOR AR RIER PF SBE FY BLT UE HJ 
《1874 年 ) ， 我 在 本 书 第 20 页 摘 述 过 这 个 证 明 。 似 乎 图 灵 当 时 并 未 读 过 
康 托 尔 最 初 的 著作 ， 于 是 他 参考 了 一 本 由 剑桥 大 学 出 版 社 出 版 -的 E. 
W. 宣布 牺 的 书 。 乱 布 牺 的 表述 与 康 托 尔 的 十 分 相似 ， 共 全 使 用 的 记 扎 
Al AEP AE Iu] « 

图 元 认为 ， 使 用 一 系列 可 计算 数 而 非 实数 ， 康 托 尔 的 工作 是 可 以 重 
复 的 。 在 这 两 种 情况 下 ， 数 都 趋 于 一 个 极限 。 在 康 托 尔 的 证 明 中 ， 该 极 
限 必 然 是 一 个 实数 《还 有 其 他 可 能 吗 ? ) ， 但 是 康 托 尔 证 明了 该 极限 不 
在 可 数 的 实数 集中 ， 并 由 此 证 明了 实数 是 不 可 数 的 。 

当 同 样 的 方法 用 于 可 计算 数 时 ， 可 计算 数列 同样 赵 于 一 个 极限 ， 这 
个 极限 仍然 是 可 计算 数 吗 ? RR Te EH 


This is clearly only true if the sequence of computable numbers is 
defined by some rule. 


显然 ， 只 对 在 未 种 规则 下 定义 的 可 计算 数 序列 成 立 。 
图 录 所 指 的 序列 是 趋 于 极限 的 阿尔 法 或 贝塔 序列 。 仅 当 我 们 可 以 对 
其 进行 计算 时 ， 该 序列 的 极限 是 一 个 可 计算 数 ， 即 我 们 设计 一 个 算法 来 
得 到 这 些 阿 尔 法 和 贝 培 序 列 接近 的 数值 极限 。 这 看 起 来 不 太 可 能 。 如 束 
我 们 没有 办 法 计算 这 个 极限 ， 那 么 它 便 不 是 一 个 可 计算 数 ， 只 是 为 一 个 
不 可 计算 的 实数 ， 于 是 我 们 便 无 法 证 明 可 计算 数 是 可 数 的 。 


Or we might apply the diagonal process. 


或 者 我 们 可 以 尝试 对 角 线 法 。 


图 灵 把 余下 的 段落 用 引 写 括 了 起 来 ， 看 起 来 像 是 一 位 反对 者 试图 在 
他 的 论文 里 说 服 恋 者 可 计算 数 是 不 可 数 的 。 比 起 我 在 第 23 页 所 及 的 ， 图 
灵 的 这 个 反对 者 斌 独 找寻 一 种 序 太 看 大 量 记 号 的 对 角 线 法 来 解决 问题 。 


“If the computable sequences are enumerable let a, be the n-th 
computable sequence, and let ø (m) be the m-th figure in a,. 


“假设 可 计算 序列 是 可 数 的 ， 令 w 为 第 nm 个 可 计算 序列 ，g (MA 
Qo 中 的 第 m 个 数 。 


这 些 只 是 记号 。 每 一 个 可 计算 序列 都 是 0 和 1 的 组 合 ， 而 且 这 样 的 二 
进 制 位 的 每 一 个 都 可 以 用 希 脂 字母 g 表 示 。 可 计算 序列 可 用 下 标 表 示 成 
a, = @ (1) @ (2) Á (3) (4) —- 

a, - 0,(1) %2) &(3) A4) 


a, = H, (l ) ġ (2) @,(3) (4) XL 


Let p be the sequence with 1 - ø (n) as its n-th figure. 


令 B 是 以 1-g,(n) 为 其 第 n 个 数 的 序列 。 
换 句 话说 ，B 是 翻转 0O 和 1 后 得 到 的 对 角 线 。 
P — 0-40) (—-6,(0) (0.—6,0) A-4)... 


Since D is computable, there exists a number K such that 1 - ø (n) = 
g. (n) all n. 


由 于 PB 是 可 数 的 ， 则 存在 数 K， 使 得 1 - øn) = gx(n) 对 任意 n 成 
NÉ 
即 对 于 某 个 K， 在 所 列举 的 可 计算 数 中 存在 qk， 使 得 
B= Gt =O) A) (3) dc) ... 
一 般 地 ， 对 于 n, g! -P (n) = Oy (n) Bk 1— Q. (n) + @, (n) l 
图 灵 的 反对 者 使 用 这 一 算术 论据 来 证 明 8 不 可 能 存在 : 


Putting n-K, 


4, n-K, 


ph = Oc (K) + Oe (K) 


we have 1 = 29,(K), i.e. 1 is even. This is impossible. The 
computable sequences are therefore not enumerable." 


我 们 有 1=2ex(K， 即 1 是 偶数 。 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 可 计算 
序列 是 不 可 数 的 。” 


这 相当 有 趣 ， 这 位 神秘 的 反对 者 拍 述 了 如 何 基于 所 枚 举 的 可 计算 序 
列 计 算 一 个 称 为 B 的 数 ， 而 这 个 可 计算 数 并 不 在 所 枚 淮 的 序列 中 。 
此 ， 反 对 者 声称 ， 可 计算 序列 是 不 可 数 的 。 

BERRIRA, MB: 


The fallacy in this argument lies in the assumption that p is 
computable. 
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Bin? MAER, BEREAN ATE? 1 是 由 可 计算 序列 的 枚 举 计 
算得 到 的 ， 那 么 它 必然 是 可 计算 的 ， 不 是 吗 ? 

好 吧 ， 其 实 不 是 的 。 

让 我 们 退 一 步 看 ， 图 灵 最 初 将 可 计算 数 定 义 为 那些 可 以 用 有 限 方 法 
计算 的 数 。 他 建造 了 虚构 的 机 器 来 计算 这 些 数 ， 并 说 明 每 台 机 器 都 可 被 
一 个 称 为 描述 数 的 正 整 数 唯一 标识 。 因 为 整数 是 可 数 的 ， 图 灵机 是 可 数 
的 ， 所 以 可 计算 序列 是 可 数 的 。 

在 某 种 意义 上 ， 可 以 像 枚 举 正 整 数 一 样 简单 地 枚 举 图 姑 机 : 


JI BWN Fe 


P8 BS Ed ae AL aS D BE fies BO Ae, FFH a DA tin FF 
PEKER, OPEB AD AE Ee fe hea ws RE FS AY TP Le A 

当然 ， 我 们 还 是 遗漏 了 一 些 东 西 : 我 们 没有 方法 来 精确 地 确定 列表 
里 的 哪些 正 整 数 是 非 循环 机 的 插 述 数 。 

AOA RT PIE, AR IAA Loe fa zk ae NE 304] EOP LAL a o 
EA — AKAME ER Lt Bt OR Df IZ I PETER”, fHoedE 
循环 机 对 于 计算 无 理 数 或 者 有 理 循环 数 是 非常 必要 的 ， 甚 至 对 于 像 1 这 
样 的 有 理 数 《在 二 进 制 看 来 是 与 2 等 价 的 ) ， 人 们 更 加 偶 癌 于 非 循环 
机 打印 1 及 一 串 连 续 的 0， 

.10000000... 

FAA, MAHLER ERA AREAN. Aan, MANL 
可 能 在 不 移动 谈 与 头 的 情况 下 持续 打印 0， 也 可 能 持续 地 打印 除 0 和 1 之 


术语 “ 非 循环 ”和 “循环 ”并非 最 佳 的 摘 述 用 语 ， 非 循环 机 可 能 无 止境 
地 处 于 打印 0 或 1 的 小 循环 中 ， 这 是 没 问题 的 。 而 循环 机 可 能 由 于 转 问 一 
个 不 存在 的 m- 格 局 而 阻 睡 ， 这 只 十 循环 机 会 友 生 的 诸多 问题 中 的 一 种 。 

我 们 需要 确定 非 循环 机 的 描述 数 ， 因 为 它们 和 是 唯一 能 被 通用 机 解释 
的 。 我 们 可 能 已 经 成 功 枚 举 了 所 有 的 图 灵机 《在 正 整 数 的 区 间 中 ) ， 但 
是 还 未 确认 它们 是 非 循 环 的 ， 因 此 不 能 用 它们 来 生成 可 计算 序列 。 

显然 ， 许 多 整数 不 十 机 右 的 手 述 数 。 无 论 如 何 ， 我 们 可 以 很 容易 地 
HE GHA TMB RAL) AST BED ce PY BE ERAS 


数 ， 即 它 可 以 分 割 成 结构 展 好 的 指令 集 ， 任 一 指令 都 以 m- 格 局 作为 开 
始 。 我 们 甚至 可 以 确定 一 个 机 嚣 是 耕 引 用 了 不 存在 的 m- 格 局 ， 同 时 容易 
地 检查 某 个 m- 格 局 是 否 包 含 了 打印 0 或 1 的 指令 。 通 过 这 样 的 过 程 ， 我 们 
可 以 知道 最 小 的 结构 良好 的 描述 数 为 31 334 317， 并 且 这 是 一 个 循环 机 
(只 打印 空格 ) 。 第 一 个 非 循 环 机 在 313 324 317 处 出 现 ， 而 到 了 313 
325 317 才 出 现 了 第 一 个 从 左 往 右 打 印 的 非 循环 机 。 

前 两 个 非 循环 的 、 从 左 往 右 打 印 的 图 灵机 在 正 整数 枚 举 最 开始 时 束 
LL 


Mos e qr aes] 


313 325 317 — 从 左 往 右 打 印 0 的 机 需 
3 133 225 317 MEIER FT m las 


FA, RE em Alas, tour ei TiS tek Ae fal. BE 
难度 的 “实际 上 像 图 灵 将 要 说 明 的 ， 几 了 乎 不 可 能 的 ) 是 ， 通 过 实现 了 东 
个 通用 过 程 的 机 如 ， 来 判断 特定 的 整数 古人 否 古 非 人 循环 机 的 插 述 数 。 

这 个 通用 过 程 正 是 对 角 线 方法 的 过 程 。5 的 每 一 位 都 基于 不 同 的 可 
计算 数 ， 因 此 计算 B 需 要 标识 所 有 的 非 人 循环 图 录 机 。 图 灵 将 证 明 ， 这 些 
非 循 环 机 不 能 被 有 限 方法 标识 ， 即 不 能 明确 地 枚 举 可 计算 数 序 列 ， 因 此 
8 便 不 是 一 个 可 计算 序列 。 


It would be true if we could enumerate the computable sequnces by 
finite means, but the problem of enumerating computable sequences is 
equivalent to the problem of finding out whether a given numer is the 
D.N of a circle-free machine, and we have no general process for doing 
this in a finite number of steps. 
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然而 ， 枚 举 可 计算 序列 的 问题 和 找 出 给 定 的 数 和 是否 是 非 循环 机 的 标 
准 描述 的 问题 是 等 价 的 ， 而 我 们 没有 任何 通用 过 程 能 够 在 有 限 步 内 


处 理 这 一 问题 。 


图 灵 微 妙 地 转移 了 焦点 。 他 试图 从 将 康 托 尔 的 对 角 证 明 法 应 用 到 可 
计算 序列 开始 ， 然 而 现在 ， 他 只 是 想 要 讨论 在 试图 标识 所 有 非 循 环 机 的 
摘 述 数 时 会 发 生 什 么 。 


In fact, by applying the diagnoal process argument correctly, we 
can show that there cannot be any such general process. 


实际 上 ， 通 过 正确 地 使 用 对 角 线 法 ， 我 们 能 够 证 明 不 存在 任何 
这 样 的 通用 过 程 。 


如 条 像 图 赤 断 言 的 那样 ， 没 有 任何 通用 过 程 用 于 确定 未 个 整数 是 全 
旦 非 循 环 机 的 朱 述 数 ， 那 么 8 是 不 可 计算 的 。 这 驶 使 得 反对 者 所 谓 的 可 
计算 序列 不 可 数 的 证 明 无 效 了 。 没 有 什么 可 以 削弱 我 们 对 于 可 计算 序列 
实际 上 是 可 数 的 信心 ， 这 也 惑 表 明了 可 计算 数 无 法 包含 所 有 实数 。 
HRE RRE RECN FP B DUIS ES DT: 


The simplest and most direct proof of this is by showing that, if this 
general process exists, then there is a machine which computes f. 


Axa]. PRIN ENE, Db HORE EE 
AE, MARTE BAT ARBILLA e 


我 认为 他 的 意思 是 ， 不 可 能 存在 通用 过 程 来 确定 某 台 机 器 是 非 循 环 
机 ， 因 为 如 果 存 在 ， 我 们 就 能 够 计算 Bb。 而 现在 我 们 知道 不 可 能 计算 PB， 
否则 对 角 证明 法 就 有 效 了 ， 于 是 可 计算 序列 将 是 不 可 数 的 。 


This proof, although perfectly sound, has the disadvantage that it 
may leave the reader with a feeling that “there must be something 
wrong". 


这 个 证 明 虽 然 看 起 来 很 完美 ， 但 有 个 缺点 ， 它 很 可 能 使 读者 产 
生 * 一 定 有 什么 地 方 出 了 问题 > 的 想法 。 


这 个 屠 论 始终 与 我 们 的 了 二 先 格 格 不 和 入， 因此， 图 姑 将 要 用 更 直接 的 
Zo JEANNE — PA Lit BE UD XE FR IEE BE HE HA IL Sia 


The proof which I shall give has not this disadvantage, and gives a 
certain insight into the significance of the idea “circle-free”’. 


gg AER ED AT TT ROB FIRE oot 
一 概念 更 为 明确 的 见解 。 


他 可 能 在 这 个 数论 的 小 小 练习 中 引入 了 更 为 深远 的 朱 西 。 

现在 图 灵 想 要 的 是 一 全 能 从 可 计算 序列 中 得 到 一 个 数位 的 机 需 ， 他 
Ip m KERE, Alike thst ES ECB ial P3 7 EJ 
东西 。 


It depends not on constructing D, but on constructing D', whose n-th 
figure is o, (n). 


它 并 不 依赖 于 Bb 的 构 适 ， 而 是 依赖 BP' 的 构造 ， 这 里 PB' 的 第 n 个 量 


7E@_,(N). 


在 图 灵 论 文 的 开始 《本 书 第 57 页 ) ， 他 说 :“ 尽 管 如 此 ， 可 计算 数 
并 不 完全 包括 所 有 可 定义 的 数 ， 我 们 将 给 出 一 个 可 定义 的 不 可 计算 的 
数 。”B 和 PB' 都 是 可 定义 的 数 。P' 可 定义 ， 古 由 于 我 们 可 以 给 出 如 何 计 算 
它 的 指令 : 从 1 开始 枚 举 所 有 的 数 。 对 每 一 个 数 ， 判 断 它 是 否 是 一 个 结 
构 民 好 的 图 录 机 的 手 述 数 ;， 如果 是 ， 判 断 这 个 机 右 是 人 否 是 非 循环 的 ; 如 
果 是 ， 计 算 这 个 数 直 到 它 的 第 n 位 《这 里 n 是 在 当前 所 计 的 非 循环 机 的 标 
RIED ， 这 一 位 融 是 5 的 第 mn 位 。 

可 以 看 到 ，p 是 完全 可 定义 的 ， 但 是 它 是 否 可 计算 呢 ? 

图 灵 没 有 给 出 任何 终止 机 占 的 指令 ， 他 所 面 对 的 问题 在 现在 称 为 终 


止 问 题 Chalting problem， 最 早 在 马丁 : 戴 维 斯 1958 年 的 书 《 可 计算 性 和 
ANT EE) FARE RSL) 。 我 们 是 人 否 能 够 乍 义 一 个 图 灵机 ， 使 其 能 够 确 
定 另 一 个 图 灵机 会 停止 还 是 永久 运行 下 去 ? 如 果 用 循环 的 想法 代 蔡 终 
止 ， 仍 存在 同样 的 问题 。 一 台 图 灵机 能 合 分 析 男 一 台 图 灵机 ， 并 确定 它 
最 终 的 命运 ? 

图 灵 一 开始 假设 存在 一 台 可 以 判断 任意 机 器 是 否 是 非 循环 机 器 。 在 
下 面 的 讨论 中 ， 他 使 用 机 器 的 标准 摘 述 代 蔡 了 摘 述 数 ， 这 并 不 重要 ， 二 
者 总 是 可 以 转换 的 。 


[247] 
Let us suppose that there is such a process; that is to say, that we 


can invent a machine which, when supplied with the S.D of any 

) A ) f 
computing machine " * will test this S.D and if " * is circular will 
mark the S.D with the symbol “u” and if it is circle-free will mark it 
with “s” 


我 们 假设 存在 这 样 一 个 过 程 ， 就 是 说 ， 我 们 可 以 发 明 一 台 机 器 
Í) > EE AE — AH Bug M ZyRA Bi ER dr AS y 
， 当 提供 了 任 一 机 项 的 标准 描述 ， 它 能 够 检测 这 个 标准 
描述 . wa la 
J | 全 非 循 坏 机 ， 则 用 符号 s 标记 这 个 标准 摘 述 。 
Nas / ERRI FP SURAT A BER CBIR NID. sx 


符合 要 求 〈 非 循环 机 ) 。 图 灵 在 第 5 节 的 结尾 定义 了 这 些 术 语 (图 灵 论 
文 第 241 页 ， 本 书 第 129 页 ) 。 


循环 机 ， 则 用 符 吕 wu 标记 这 个 标准 摘 述 ， 如 末 


By combining the machines ~~ and  "* we could construct a 


machine to compute the sequence p”. 


er H 
U ， 我 们 可 以 构造 机 器 ” ”来 计算 序列 8 


结合 机 器 Í) 和 


实际 上 ， 机 器 仍 需 要 生成 正 整 数 ， 并 将 其 园 化 成 标准 搞 述 ， 
H H 
而 这 些 工 作 都 很 琐碎 。 对 于 机 器 生成 的 每 一 个 正 整数 ， 用 


TAR EIR TS BOE T EX I AME BOR Las MRE DU 


将 标准 描述 传输 给 通用 机 “~\ 来 计算 该 序列 。 对 第 n 个 可 计算 序列 ， 
a 
4l cH H | 

\ 受 机 器 a, c 获得 所 需 的 特殊 数位 后 便 可 终止 A 


H 了 
对 ”来 说 ， 有 必要 事先 检查 机 器 J) 的 标准 描述 ， 因 为 我 们 不 
AU ree Un NNI 
希望 “由 于 运行 了 不 符合 要 求 机 器 而 卡 住 。 如 果 ， ”传递 给 一 
个 不 符合 要 求 机 器 的 标准 描述 ， 则 不 符合 要 求 机 器 将 无 法 打印 任何 数字 
位 ， 整 个 进程 将 卡 在 这 里 而 无 法 继续 ， 


E] a6 Scb ERA IEG sims aet 
T. Bx 存在 一 个 巨大 的 暗示 ， 不 存在 这 种 机 此 。 下 意识 地 想 
想 ， 它 至 少 是 非常 困难 的 。 除 了 模拟 目标 机 器 并 追踪 它 的 每 一 步 ， 机 器 
T) 


如 何 能 够 确定 一 个 机 右 是 非 循环 的 呢 ? 


DAU 


无 论 如 何 ， 机 器 和 
是 相似 的 ， 都 是 在 纸 带 上 编码 。 


在 处 理 标 准 插 述 与 插 述 数 等 价 ) 上 


The machine may require a tape. We may suppose that it 
uses the E-squares beyond all symbols on F-squares, and that when it 


has reached its verdict all the rough work done by ^ is erased. 


机 大 南 要 一 条 纸 市 。 我 们 假设 它 使 用 了 FE- 格 上 所 有 符号 
pem 并 在 最 后 得 出 结论 时 ， 抹 去 J ) 


只 有 符号 s 或 uv 作为 最 终 判断 结 采 留 了 下 来 。 


A Ls Pr ALE) EP TR] TE. 


The machine has its motion divided into sections. In the first 
N - 1 sections, among other things, the integers 1, 2,..., N - 1 have been 


written down and tested by the machine 


=; 

机 器 的 操作 分 成 几 个 部 分 。 在 前 N-1 部 分 中 ， 处 理 其 他 事 

al 写 下 整数 1，2，...，N-1 并 加 以 检测 。 
4i 

这 里 “分 成 几 个 部 分 "并 不 意味 着 机 器 ” 存在 不 同 的 部 分 来 处 理 
= 

不 同 的 数 。 对 应 于 每 个 数 的 不 同 的 格局 ， 都 要 求 ” ”是 无 限 的。 在 一 

段 时 间 内 ， 图 灵 考 虑 了 顺序 性 的 操作 。 实 际 的 过 程 必须 对 所 有 整数 都 是 
H 

通用 的 : BLES 一 个 接 一 个 地 产生 正 整 数 ， 并 将 其 按 顺 序 传递 给 


来 计算 可 


情 的 同时 ， 机 


| 以 决定 它 是 否 是 符合 要 求 的 集合 ， 如 果 是 ， 用 机 器 
计算 序列 中 的 某 一 些 数位 。 


A certain number, say R(N - 1), of them have been found to be the 
D.N's of circle-free machines. 


其 中 己 肥 现 有 R(N-1) 个 数 是 非 循环 机 的 手 述 数 。 


R 只 表示 已 经 被 计数 的 非 循环 机 。 机 器 需要 R 来 确定 对 于 将 要 出 现 
的 非 循环 机 需要 计算 多 少 位 。 


In the N-the section the machine ^ tests the number N. If N is 
satisfactory, i.e., if it is the D.N of a circle-free machine, then R(N) = 1 + 
R(N - 1) and the first R(N) figures of the sequence of which a D.N is N 
are calculated. 


EENI F, WAS /) 检测 数 N。 如 果 数 N 是 可 接受 的 ， 即 
它 是 非 循 环 机 的 描述 数 ， 则 R(N)=1+R(N-1)， 并 且 将 计算 描述 数 为 N 
的 序列 的 前 RON 个 数字 。 
举例 来 说 ， 如 果 N 是 3 133 225 317， 则 RON 为 1〈 参 见 之 前 列 出 的 关 
于 前 两 个 符合 要 求 机 器 所 对 应 的 正 整 数 ) 。 到 目前 为 止 ， 只 发 现 了 一 个 


ARMS. na 将 确定 N 确 实 是 非 循环 机 的 描述 数 ， 因 此 RN 


Al 


设 为 2， 机 器 ~ 计算 由 3 133 225 317 定 义 的 机 器 的 前 两 位 ， 这 两 位 都 
ch 
是 1。 用 这 些 数 位 的 第 二 个 作为 B' 的 第 二 位 ， 依 此 类 推 即 可! 


The R(N)-th figure of this sequence is written down as one of the 
Hf 


figures of the sequence beta;' computed by 


| IAT, IU PAAR RON) BCE AS Z3 FF SB — 
M. 


当然 ， 一 般 情 况 是 ， 数 N 根 本 不 是 机 带 或 循环 机 的 质 述 数 。 


If N is not satisfactory, then RUN) = R(N - 1) and the machine goes 
on to the (N + 1)-th section of its motion. 


如 果 N 是 不 可 接受 的 ， 则 R(N)=R(N-1)， 机 器 转向 第 N+1 个 部 分 
继续 运行 
em 
要 点 在 于 ， 机 器 必须 一 个 接 一 个 地 检测 可 能 的 描述 数 ， 并 且 
c 


XT BE “SAY ASIN TAB, Dis Fil Ws 005 11 EERO. 


-H FM 
RIRH T TRUNK TI ARTE 是 非 循环 的 。 由 初始 假设 ， ) 
cH T) 
征 非 循环 的 ， 而 只 是 简单 地 对 每 个 可 能 的 描述 数 运 行 ”” e 


cH H 
From the construction of we can see that is circle-free. 


Each section of the motion of comes to an end after a finite 


number of steps. For, by our assumption about , the decision as to 
whether N is satisfactory is reached in a finite number of steps. If N is 


not satisfactory, then the N-th section is finished. If N is satisfactory, this 
F, 


means that the machine J | (N) whose D.N is N is circle-free, and 
therefore its R(N)-th figure can be calculated in a finite number of steps. 
When this figure has been calculated and written down as the R(N)-th 


cH 


figure of D', the N-th section is finished. Hence is circle-free. 


H H H 
从 ”的 构成 可 以 看 出 ，，” ”是非 循环 的 。 ”| 的 每 一 部 分 


操作 都 在 有 限 步 内 终止 。 由 我 们 关于 D) 的 假设 ， 可 在 有 限 步 内 
判定 NN 是 否 是 可 接受 的 。 如 果 N 是 不 可 接受 的 ， 那 么 第 N 部 分 终止 ; 


如 果 NN 是 可 接受 的 ， 音 味 看 摘 述 数 是 NN 的 机 器 M 是 非 循环 的 ， 因 
此 第 RCW) 个 数字 可 在 有 限 步 内 计算 得 到 。 当 这 个 数字 被 计算 出 并 与 


H 
为 8 的 第 ROm 个 数字 时 ， 第 N 部 分 终止 ， 所 以 是非 循环 的 。 
H H 
是 一 个 图 灵机 ， 所 以 ”” 有 一 个 描述 数 (图 灵 称 之 为 K) 。 
H H 


MERRTE H, 必须 处 理 它 自 己 的 插 述 数 ， 即 ri ME AS 
吴 是 人 否 是 非 循环 的 。 


H H 
Now let K be the D.N of . What does do in the K-th 
section of its motion? It must test whether K is satisfactory, giving a 


verdict “s” or “u”. Since K is the D.N of and since is 
circle-free, the verdict cannot be “u” 


SKA HOH, “在 第 K 部 分 的 操作 会 是 怎样 的 呢 ? 


它 必 须 检 测 K 是 否 可 接受 ， 给 出 一 个 判定 符号 s 或 u。 因 为 K 是 


H 
的 描述 数 ， 而 “是 非 循环 机 ， 所 以 判定 结果 不 可 能 是 u 


SES RE 


On the other hand the verdict cannot be “s”. 


Fy TF, FUE ZR t n ges. 


H H 
根本 的 问题 在 于 ， ”陷入 了 无 限 循环 中 。 在 。” ”计数 到 数 
2K ( 它 自身 的 描述 数 ) 之 前 ， 已 经 分 析 了 1 到 K-1 的 所 有 正 整 数 ， 
非 循环 机 的 数目 在 此 时 为 RCKK-1)， 并 且 B' 的 前 RCK-1) 位 已 经 计算 出 来 


f: 

8 的 第 RGOR 位 征 什 么 呢 ? 为 了 得 到 这 一 位 ， PHAGE ERE AON 
操作 ， 这 意味 看 它 不 得 不 复制 它 计 数 到 K 之 前 的 所 有 操作 ， 然 后 表单 新 
开始 这 个 过 程 。 这 残 是 不 可 能 是 非 循环 的 原因 。 


H 
For if it were, then in the K-th section of its motion would be 


bound to compute the first R(K - 1) + 1 = R(K) figures of the sequence 
computed by the machine with K as its D.N and to write down the R(K)- 


th as a figure of the sequence computed by . The computation of 


the first R(K) - 1 figures would be carried out all right, but the 
instructions for calculating the R(K)-th would amount to “calculate the 


first R(K) figures computed by H and write down the R(K)-th". This 
R(K)-th figure would never be found. 


TH 

因为 如 果 是 s， 那 么 机 器 的 第 K 部 分 操作 将 一 定 要 计算 以 K 
为 描述 数 的 机 器 所 产生 序列 的 前 R(K-1)+1=R(K) 个 数字 ， 并 将 
PRETAS PREN 计算 的 序列 的 数字 。 前 REK-T 个 数字 的 
计算 不 会 有 问题 ， 但 是 计算 第 RONO 个 数字 的 指令 相当 于 “计算 由 五 计 
算 的 前 RON 个 数字 ， 并 写 下 第 RON 个 数字 ”， 这 样 的 第 RON 个 数字 
永远 不 会 找到 。 


(倒数 第 二 行 的 五 应 该 是 T 
IET Lar AEP 生成 了 一 列 数位 。 这 很 直接 ， 我 
们 可 以 想象 成 这 是 一 个 正在 产生 /3、n、2 的 平方 根 的 二 进 制 序列 的 机 
ar» {Az 如 何 获得 这 个 生成 的 序列 里 的 第 天 位 呢 ? AEM A H 
获得 这 一 位 ， 但 是 这 不 可 能 ， 因 为 只 能 从 其 他 机 郝 获 得 数位 。 
H 


所 以 ， 当 i88 FE AIA AOS RI. NBG A ES? 
AL, (ARIA AH, BED AT AB MUHA TI LABOR TT o 
这 些 机 器 用 不 同 的 方式 计算 相同 的 序列 ， 或 者 它们 还 有 一 些 不 必要 的 指 


EE 可 能 也 需要 跳 过 这 些 类 似 的 机 如 。 不 能 计算 PB' 但 能 计算 接近 PP 
的 数 ， 比如 交换 了 8 的 第 27 位 和 第 54 位 ， 这 样 的 机 器 又 如 何 ? 这 样 的 机 


器 有 无 数 个 ， 必 须 防止 它们 给 市 来 负担 一 一 一 个 无 法 完成 的 负 
担 。 


Le., is circular, contrary both to what we have found in the 
last paragraph and to the verdict “s”. Thus both verdicts are impossible 


and we conclude that there can be no machine 


c 
HI, AETHER, IUNII TEE ERA Kh es 
AEA. ECCLES abe NAT BEN, RATA BARES CH aL 


D 


没有 通用 过 程 来 判断 一 台 机 器 是 否 是 非 循环 的 。 这 就 是 说 ， 没 有 这 
样 的 计算 机 程序 ， 可 以 决定 其 他 计算 机 程序 的 最 终 命运 。 

图 灵 也 解决 了 对 角 线 法 的 矛盾 。 他 首先 指出 可 计算 数 是 可 数 的 ， 而 
对 角 线 法 似乎 表明 你 可 以 创造 一 个 不 在 列表 中 的 可 计算 数 。 图 灵 证 明了 
对 角 线 法 是 无 法 通过 有 限 步 计算 的 ， 因 此 它 不 可 计算 。 可 计算 数 可 能 是 
可 数 的 ， 但 它们 实际 上 不 能 在 有 限 步 内 被 枚 举 出 来 、 

© 

图 灵 没 有 这 样 结束 这 一 节 。 他 假设 了 一 个 机 器 一 ， 可 能 表示 “过 

去 的 输出 ”。 


[248] 
C 
We can show further that there can be no machine © which, 


T. 


NM 


when supplied with the S.D of an aribtrary machine ~  * , will 
) | 


determine whether ~ * ever prints a given symbol (0 say). 


C 


我 们 可 以 进一步 证 明 ， 没有 这 样 的 机 器 ” ， 当 给 它 提供 了 
iu ona A mmama AB, AN 否 曾 经 打印 
给 定 的 符号 〈 比 如 0) 。 


© 
在 论文 的 最 后 一 节 ， 图 灵 需 要 机 器 人 ”来 证 明 判 定性 问题 是 无 解 
e co 
的 。 这 里 ， 他 将 证 明 机 器 ”是 不 存在 的 ， 首先 如 果 机 器 存在 ， 
那么 惑 存在 一 个 过 程 来 判断 机 器 是 人 否 Get n JG BR GT ERO, 但 这 义 意味 看 
存在 一 个 类 似 的 过 程 来 判断 机 器 是 否 经 常 无 限 次 打印 1 如果 你 有 能 
Ae NBL BS IT EDO È 经 常 无 限 次 打印 1 (或 者 都 打印 ) . 
么 你 就 有 能 力 判 断 机 器 是 否 是 非 循环 的 。 这 样 的 过 程 已 经 被 证 明 是 不 
) 
存在 的 ， 所 以 机 器 和” 也 一 定 不 存在 。 


C 
— : | mE ie | 
We will first show that, if there is a machine , then there is a 
» 
general process for determining whether a given machine - prints 0 


infinitely often. 


判断 。 


© 
我 们 首先 证 明 ， 如 果 存 在 这 样 的 机 器 ， 就 会 有 一 个 通用 


M 


过 程 来 判定 机 器 全 第 无 限 钦 打印 0。 


J | 
E] RIKE MEL 的 变 体 这 一 占 怪 的 方法 ， 来 对 此 进行 
Let | , be a machine which prints the same sequence as © 
Al 
— that in the he position where the first 0 printed by ` 


ut. prints > is to have the first two symbols 0 replaced 


by , and so on. Thus, if J | were to print 
ABAO1AABO0010AB..., 
then M 


A 


Stands, 


, would print 


ABAOILAABOOIOAB... 


, would print 


ABAO1AABO0010AB .... 


and 


3 


M 打印 的 序列 相同 ， 所 不 


Mg, Al 


假设 机 可 打印 的 序列 与 机 天 


同 的 只 是 ， 在 “打印 第 一 个 0 的 地 方 ， 打印 
将 头 两 个 符号 0 替换 成 oO 以 此 类 推 。 这 样 ， ax ne 
ABAO1AABOO10AB..., 
那么 NM 会 打印 
ABA OLAABOOILOAB.... 
M 会 打印 
ABAO1A4AB 0010AB.... 
如 果 你 有 -一 台 机 器 J | ， 就 能 定义 一 台 机 器 读 取 J | 的 标准 描 


H d 
Lae A d 


Now let j 


, will write down successively the S.D of 


述 ， 然 后 计算 等 的 标准 摘 述 吗 ? 图 姑 说 可 以 ， 他 称 这 样 


be a machine which, when supplied with the S.D of 


A A A 


> ... (there is such a machine). 


A 


假设 有 一 台 机 器 当 给 它 提供 了 
就 可 以 连续 写 出 M 的 标准 描述 ， M 
准 描述 .…... (这 样 的 机 器 是 存在 的 。) 


的 标准 手 述 后 ， 它 


的 标准 描述 ， 2 


为 了 让 我 们 目 己 相信 这 似乎 是 可 信 有 的 ， 我 们 考虑 一 台 非 党 简单 
的 机 器 ， 它 选择 性 地 打印 0 和 1， 即 13 的 二 进 制 格式 但 不 跳 过 任何 空 


|H] : 


q, None PO, R q, 

q» None P1, Rq, 

这 是 机 器 J | ， 下面 是 机 器 J | f 
qi None PO, R qda 
qə None PI, R qi 
q3 None POR ĝi 
q4 None PLR q3 


所 有 的 初始 格局 ndi a A 者 只 是 简 蛙 的 午 复 ， 然 后 给 
出 不 同 的 m- 格 局 。 在 第 一 组 格局 中 ， 所 有 应 该 打印 0 的 地 方 现在 打印 


o N 


， 然 后 它 会 跳 到 第 二 组 合适 的 格局 中 。 ,有 三 组 : 
qi None PO, R q4 
Mh None PI. R q 
q3 None PO, R de 
qa None FLR q3 
ds None PO.R qe 
qe None PLA qs 


你 可 能 注意 到 ， 这 些 修改 过 的 机 器 永远 不 会 遇 到 格局 qg,， 但 是 对 于 这 台 
机 需 ， 这 是 偶然 的 。 | 


,等 也 不 会 。 如 果 


N 


会 打印 0。 如 果 


机 器 之 间 的 关系 


打印 了 0 两 


AU 


£T Ig 


因此 ， J 存在 是 完全 可 信 的 。 注 意 这 


印 一 次 0， 那 么 FT ENO. WR 


无 限 次 打印 0， 那么 ， A « A^ 等 也 会 如 此 。 
e 
现在 回忆 一 下 机 器 人 ” ， 它 被 假设 可 以 判断 一 个 机 器 是 否 打 印 过 


从 来 不 打印 0， 那么 ， 只 打 


打印 0 一 次 ， T 


如 来 


1K, HBA 


Ral | CJ (- ) 
We combine Jj with © 4 


and obtain a new machine, 
d ug A 


the motion of first is used to write down the S.D of ` 


e A 


and then tests its, :0: is written if it is found that ` never 


j writes the S.D of zi 


printed if and only if ` 


. In 


prints 0; then ,, and this is tested, :0: being 


, never prints 0, and so on. 


C 


我 们 将 机 器 ^ 和 机 器 Jj 合并 为 一 个 新 的 机 器 4 


d 的 第 一 个 动作 就 是 使 用 J 4 的 标准 摘 述 ， 然 后 让 


e | A 


来 测试 它 。 如 果 


从 未 打印 0， 那么 写 下 :0:。 然后 过 5 


A 


— 


ih ;从 未 打印 0 时 才 写 
下 :0:。 如 此 一 下 继续 下 去 。 
4 使 用 J MN, ‘ À E J ETHAN, FAA 
i 
C 5 


RAW EAGER laze GIT ENO. MRE MATEO, ALA 


G 


C 打印 0。 


M 


AREXE: WR ” “从 未 打印 过 0 或 仅 有 限 次 打印 0， 那 么 


G zi - g 


经 常 无 限 次 打印 0。 如 果 常 无 限 次 打印 0， 则 不 打印 
0. 
G e $i 
Now let us test “~ with =. If itis found that ^ never 
prints 0, then ~  * prints 0 infinitely often; if © prints 0 sometimes, 
M 
then ~ * does not print 0 infinitely often. 


现在 ,我 们 用 KAR FRE 从 未 打印 过 
Z MM G M 
0, ALA 经 常 无 限 次 打印 0; 如 果 — AN FT ENO, ALA 
AA S TC BRR FT ENO. 


6 san us 


这 意味 着 ， C 可 以 告诉 我 们 “是 否 经 常 无 限 次 打印 0。 这 是 通 
过 它 自 己 不 打印 0 来 告诉 我 们 的 。 


Similarly there is a general process for determining whether | 
prints 1 infinitely often. By a combination of these processes we have a 


process for determining whether " * prints an infinity of figures, i.e. 
| / 


we have a process for determining whether " * is circle-free. There 
C 


can therefore be no machine 


M, 


过 将 这 些 过 程 结 合 起 来 ， pp re A 


A s 


类 似 地 ， 也 有 一 个 方法 来 判断 MAEIKE. 


次 打印 一 个 数字 。 也 就 是 ， 我 们 可 以 有 一 个 过 程 来 判断 
eo 
是 非 循环 的 。 所 以 不 会 存在 这 样 的 机 器 一 。 


& 
x teeth T 5 IE AGE S ”并 不 存在 。 因 为 它 


2. 2 


Zt 可 以 判断 其 他 机 右 是 人 否 古 非 循环 的 ， 而 事 
这 种 机 如 KE. 


vate! HEC WE Ye EXE, dL] PCIE] m Br ACD VE RC ILES 2k 
机 是 等 价 的 这 一 假设 ， 因 为 我 们 在 很 大 程度 上 依赖 于 此 。 


The expression “there is a general process for determining ...” has 
been used throughout this section as equivalent to “there is a machine 
which will determine ...”. This usage can be justified if and only if we 
can justify our definition of “computable”. 


本 节 中 使 用 的 “有 一 个 通用 过 程 来 判断 .……” 的 表述 。 等 价 
于 “有 这 样 一 人 台 机 器 能 判断 .…….”。 这 种 用 法 可 以 证 明 是 对 的 ， 当 且 
仅 当 我 们 可 以 证 明 “ 可 计算 ”的 定义 。 


这 个 证 明 将 在 下 一 节 讨 论 。 

图 灵 然 后 略微 提 及 了 这 个 证 明 的 另 一 个 方面 ， 这 些 内 容 将 在 本 书 第 
三 部 分 介绍 。 图 灵 将 图 灵机 的 输出 释义 为 “可 计算 数 ”"， 而 图 灵机 在 这 方 
面具 有 更 多 的 灵活 性 。 例 如 输出 如 下 序列 的 机 顷 : 

0011010100010100010100010000010... 

这 看 起 来 像 是 一 个 数 ， 实 际 上 ， 这 是 一 个 “素数 ?机 需 的 输出 ， 我 们 将 这 
样 的 数 记 为 IsPrime(n)。 对 于 该 序列 的 第 n 个 数字 〈n 从 0 开始 ) ， 如 果 n 
是 系数 ， 则 IsPrime(n) 的 值 为 1L， 人 奋 则 IsPrime(n) 的 值 为 0。 这 台 机 桥 输 出 
的 序列 表明 了 2、3、5、7、11、13、17、19、23 和 29 都 是 素数 。 这 样 的 
机 恬 似 乎 完全 可 信 ， 但 是 它 并 不 是 真正 对 菜 个 数字 进行 计算 ， 而 是 告诉 
我 们 一 些 目 然 数 的 信息 。 


For each of these “general process” problems can be expressed as a 
problem concerning a general process for determining whether a given 
integer n has a property G(n) [e.g. G(n) might mean “n is satisfactory” 
or “n is the Gödel representation of a provable formula" |, and this is 
equivalent to computing a number whose n-th figure is 1 if G (n) is true 
and 0 if it is false. 
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人 耕 具 有 性 质 G(n)( 如 G(n) 表 示 “n 是 可 接受 的 ”或 者 “n 古 可 证 明 公 式 的 
哥 德 尔 表示 ”) 的 通用 过 程 ， 并 且 等 价 于 计算 一 个 数 ， 如 果 G(n) 成 
立 ， 则 这 个 数 的 第 n 个 数字 为 1， 否 则 为 0。 


现在 ， 图 灵 似 乎 将 他 的 计算 机 器 和 数理 逻辑 联系 在 了 一 起 ， 这 种 联 
系 本 书 在 第 三 部 分 所 及 。 符 号 0 和 1 不 仅仅 可 以 是 二 进 制 位 ， 同 时 还 可 用 
来 表示 其 或 假 ， 束 像 天 治 -布尔 多 年 前 认识 到 的 那样 。 

考虑 一 组 天 于 上 自然数 的 函数 ， 它 们 会 返回 真 或 假 “1 或 0) 。 

IsPrime(n) 

IsEven(n) 

IsOdd(n) 


IsLessThanTen(n) 

IsMultipleOf TwentyTwo(n) 

它们 有 时 称 为 布尔 函数 ， 可 以 通过 由 图 灵机 对 mn=0, 1, 2, 3... 输 出 0 和 
1 的 序列 来 实现 ， 其 中 判定 奇数 的 函数 ISOdd 和 输出 的 序列 与 图 灵 第 一 合 样 
A Lir ca B FE YE EE THEE. 

图 元 已 经 说 明了 这 些 可 计算 序列 是 可 数 的 ， 因 此 和 和 它们 的 名 字 一 
样 ， 它 们 可 以 按 字 母 排 序 ， 例 如 在 康 托 尔 关 于 超 限 数 的 记号 中 ， 目 然 数 


的 所 有 可 计算 、 可 按 字母 排序 的 布尔 函数 集 的 势 为 O ， 和 可 数 集 的 
势 相同 。 
每 个 布尔 函数 都 会 针对 目 然 数 的 子 集 返回 真 或 者 1。 例 如 ，ISPrime 
针对 下 列 的 自然 数 集合 返回 1; 
{2, 3, 5, 7,11,13,...} 
每 个 这 样 的 布尔 函数 都 和 不 同 的 自然 数 集合 相关 联 。 可 以 回想 一 下 


第 2 音 ， 所 有 子 集 的 集合 叫做 超 集 ， 如 果 原 始 集合 的 势 是 ”0 ， 那 么 这 
Np 
Agen EA. 
Lf 
Pa SOA CR t ge 2 "， 而 所 有 可 计算 布尔 函数 
(其 实 就 是 所 有 可 以 用 英语 名 字 描 述 的 布尔 函数 的 集合 ) 的 势 是 O 
。 这 是 可 想到 的 和 可 计算 的 之 间 的 另 一 个 重大 鸿沟 。 
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阿兰 :图 灵 在 其 论文 第 1 和 的 开头 《本 书 第 59 页 ) 定义 可 计算 数 时 与 
iB: “在 89 之 前 ， 我 们 不 会 真正 答 试 证 明 这 个 定义 的 合理 性 ”。 现 在 ， 我 
们 讲 到 第 9 站 了 ， 图 元 传记 作者 安 德 绰 ' 堆 奇 期 将 论文 的 剩余 部 分 谷 
NA SUAVE XC de SES EA)". HH 

图 元 试图 论证 ， 图 元 机 的 计算 能 为 等 同 于 一 部 执行 明确 定义 了 数学 
WEN ART eee. DE. SRA Te ARAL AT AE, ABA EX 
于 人 次 而 言 也 是 不 可 解 的 。 这 个 想法 后 来 得 名 图 灵 论 题 ， 也 称 为 抒 奇 - 
图 灵 论 题 。 称 其 为 "论题 ?是 因为 它 是 个 过 于 个 糊 的 概念 ， 不 能 接受 严格 
的 数学 证 明 。 这 个 论题 还 被 扩展 到 了 其 他 数字 计算 机 上 ， 这 些 计 算 机 的 
计算 能 力 都 没有 图 灵机 强 。 

本 章 只 会 讨论 第 9 让 的 第 一 部 分 ， 阅 读 第 9 丰 的 其 余 内 容 表 要 数学 进 
辑 知 识 ， 本 书 的 第 三 部 分 册 对 其 进行 前 述 。 对 于 大 多 数 内 容 ， 我 不 会 打 
汤 图 过 本 人 的 分 析 。 以 下 十 马丁 : 戴 维 斯 的 忌 结 。 


图 灵 的 “分 析 过 程 ? 和 是 应 用 将 学 的 一 个 糊 彩 展现 。 在 这 个 分 析 过 
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[249] 
9. The extent of the computable numbers. 

No attempt has yet been made to show that the “computable” 
numbers include all numbers which would naturally be regarded as 
computable. All arguments which can be given are bound to be, 
fundamentally, appeals to intuition, and for this reason rather 
unsatisfactory mathematically. The real question at issue is “What are 
the possible processes which can be carried out in computing a 


number?" 

The arguments which I shall use are of three kinds. 

(a) A direct appeal to intuition. 

(b) A proof of the equivalence of two definitions (in case the new 
definition has a greater intuitive appeal). 

(c) Giving examples of large classes of numbers which are 
computable. 


9. n i STA HY Gg 

现在 人 还 未 证 明 ,“ 可 计算” 数 包括 所 有 人 被 目 然 当做 可 以 计算 的 数 
衬 。 所 有 能 给 出 的 论据 本 质 上 都 局 限 在 百 沉 上， 没有 令 人 满意 的 数 
FWRI. REA PAIE: URHSGAATWTBS BENEA 
哪些 ? ” 

我 能 给 出 的 论据 有 三 类 : 

(a) EL» B 5| Ss 

(b) 关于 两 种 定义 等 价 的 证 明 《〈《 新 的 定义 有 更 多 的 下 筑 成 


分 ) 


TI; 
(c) 给 出 大 量 可 计算 数 的 示例 ; 


(b) 论据 将 在 本 书 第 三 部 分 讨论 ，(O 论 据 在 图 灵 论 文 的 第 10 节 有 进 
一 步 曾 述 。 


Once it is granted that computable numbers are all “computable”, 
several other propositions of the same character follow. In particular, it 
follows that, if there is a general process for determining whether a 
formula of the Hilbert function calculus is provable, then the 
determination can be carried out by a machine. 


一 旦 承认 所 有 的 可 计算 数 痢 是 “可 以 计算 的 "， 便 会 产生 具有 相 
间 特 征 的 万 外 一 些 命题 。 特 别 是 可 以 得 出 ， 如 宋 存 在 可 以 判定 希 尔 
但 特 函 数 尖 拭 的 方程 是 任 可 证 明 的 通用 过 程 ， 那 么 这 个 判定 束 可 以 
用 机 硕 进 行 计算 。 
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(9584071) 。 贝 曼 的 论述 直到 最 近 才 及 表 。 


I. [Type (a)]. This argument is only an elaboration of the ideas of § 


Computing is normally done by writing certain symbols on paper. 

We may suppose this paper is divided into squares like a child's 
arithmetic book. In elementary arithmetic the two-dimensional character 
of the paper is sometimes used. But such a use is always avoidable, and 
I think that it will be agreed that the two-dimensional character of paper 
is no essential of computation. I assume then that the computation is 
carried out on one-dimensional paper, i.e. on a tape divided into squares. 
I shall also suppose that the number of symbols which may be printed is 
finite. If we were to allow an infinity of symbols, then there would be 
symbols differing to an arbitrarily small extent’. The effect of this 
restriction of the number of symbols is not very serious. It is always 
possible to use sequences of symbols in the place of single symbols. 
Thus an Arabic numeral such as 

[250] 
17 or 999999999999999 is normally treated as a single symbol. 
similarly in any European language words are treated as single symbols 
(Chinese, however, attempts to have an enumerable infinity of symbols). 
The differences from our point of view between the single and 
compound symbols is that the compound symbols, if they are too 
lengthy, cannot be observed at one glance. This is in accordance with 
experience. We cannot tell at a glance whether 9999999999999999 and 
999999999999999 are the same. 





"If we regard a symbol as literally printed on a square we may 
suppose that the square is 0 < x < 1,0 < y < 1. The symbol is defined as 
a set of points in this square, viz. the set occupied by printer's ink. If 
these sets are restricted to be measurable, we can define the “distance” 
between two symbols as the cost of transforming one symbol into the 
other if the cost of moving unit area of printer's ink unit distance is 


unity, and there is an infinite supply of ink at x = 2, y = 0. With this 
topology the symbols form a conditionally compact space. 
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时 会 利用 纸 的 二 维 性 。 但 是 ， 这 种 做 法 总 是 可 回避 的 ， 并 且 我 认 
为 ， 大 家 应 该 认同 纸 的 二 维特 性 对 于 计算 并 不 重要 。 我 假定 计算 是 
在 一 张 一 维 的 纸 上 完 成 的 ， 例 如 在 一 条 分 成 方 格 的 纸 带 上 。 男 外 ， 
假设 可 打印 符 写 的 数目 是 有 限 的 。 如 果 我 们 人 允许 数目 是 无 限 的 ， 那 
么 将 会 存在 一 些 基 异 程度 任意 小 的 符 写 。1 限 制 符 号 数 上 日 并 不 会 有 
严重 的 影响 ， 因 为 总 是 可 以 使 用 符号 序列 代 蔡 单个 符号 。 通 过 这 种 
方法 ， 像 17 或 999999999999999 这 样 的 阿拉 伯 数 字 将 被 认为 是 单个 
符 亏 。 类 似 地 ， 任 何 欧洲 语言 里 的 单词 都 被 当做 单个 符号 《〈 但 是 ， 
汉语 倾 问 于 拥有 可 枚 举 的 无 限 的 符号 ) 。 在 我 们 的 观点 里 ， 单 一 符 
写 和 组 合作 写 的 区 别 在 于 ， 太 长 的 组 合 从 写 不 能 一 眼 就 识别 出 来 。 
这 是 与 我 们 的 经 验 相 一 致 的 。 我 们 不 能 一 下 子 辨 别 出 
9999999999999999.5 与 999999999999999 是 否 是 同一 个 数 。 





1 如果 我 们 认为 一 个 符号 是 打印 在 一 个 0<x<1，0<y<1 的 方 格 
内 ， 那 么 可 以 将 这 个 符号 定义 为 这 个 方 格 内 一 系列 点 组 成 的 集 ， 即 
被 打印 点 墨 占 据 的 点 集 。 如 果 这 些 点 集 是 可 测量 的 ， 且 将 单位 面积 
的 打印 点 办 移动 单位 长 度 的 开销 是 统一 的 ， 我 们 可 以 将 两 个 符号 
的 “ 忠 离 ”定义 为 将 一 个 从 号 变换 为 男 一 个 从 号 的 开销 ， 而 在 x = 
2, = 0 的 地 方 有 无 限量 的 点 墨 。 在 这 种 拓扑 结构 下 ， 符 号 有 条 件 
地 组 成 了 一 个 案 凑 的 区 域 。 


下 一 句 话 里 ， 图 姑 谈 到了“ 计算机， 当然 ， 他 指 的 是 人 类 “计算 


The behaviour of the computer at any moment is determined by the 
symbols which he is observing, and his “state of mind” at that moment. 
We may suppose that there is a bound B to the number of symbols or 
Squares which the computer can observe at one moment. If he wishes to 
observe more, he must use successive observations. We will also 


suppose that the number of states of mind which need be taken into 
account is finite. The reasons for this are of the same character as those 
which restrict the number of symbols. If we admitted an infinity of states 
of mind, some of them will be “arbitrarily close” and will be confused. 
Again, the restriction is not one which seriously affects computation, 
since the use of more complicated states of mind can be avoided by 
writing more symbols on the tape. 
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的 “思维 状态 ”决定 。 我 们 可 以 假设 ， 对 于 符号 的 数目 或 者 计算 者 在 
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更 多 ， 束 必须 继续 观察 。 我 们 也 假定 ， 需 要 考虑 的 思维 状态 的 数量 
是 有 有 限 的 。 这 样 做 的 理由 和 限制 符号 数目 的 理由 古 相 同 的 。 如 来 我 
们 允许 思维 状态 是 无 限 的 ， 那 么 它们 之 中 有 些 状态 将 会 因 “ 无 限 地 
接近 ”而 造成 混淆 。 同 样 地 ， 这 种 限制 不 会 对 计算 造成 很 大 的 影 
啊 ， 因 为 避免 使 用 更 复杂 的 思维 状态 时 可 以 通过 在 纸 市 上 与 上 更 多 
的 符 气 来 实现 。 


1972 年 ， 库 尔 特 : 周 德尔 针对 这 市 中 图 录 的 分 析 写 了 短评 ， 称 其 
为 “这 是 图 灵 分 析 中 的 一 个 哲学 错误 ”。- 且 机 德尔 认为 , “图 灵 分 析 里 押 
指 的 思维 并 不 是 静止 的 ， 而 是 持续 变化 的 "， 而 且 精 神 上 的 思维 状态 可 
能 会 更 加 趋 于 无 穷 。 这 种 分 皮 代 表 了 对 “思维 最 终 古 来 自 于 大 脑 的 机 械 
过 程 * 持 正 肥 观点 的 两 派 之 则 的 基本 冲突 。 


Let us imagine the operations performed by the computer to be split 
up into “simple operations” which are so elementary that it is not easy to 
imagine them further divided. Every such operation consists of some 
change of the physical system consisting of the computer and his tape. 
We know the state of the system if we know the sequence of symbols on 
the tape, which of these are observed by the computer (possibly with a 
special order), and the state of mind of the computer. We may suppose 
that in a simple operation not more than one symbol is altered. Any 
other changes can be split up into simple changes of this kind. The 
situation in regard to the squares whose symbols may be altered in this 
way is the same as in regard to the observed squares. We may, therefore, 


without loss of generality, assume that the squares whose symbols are 
changed are always “observed” squares. 

Besides these changes of symbols, the simple operations must 
include changes of distribution of observed squares. The new observed 
Squares must be immediately recognisable by the computer. | think it is 
reasonable to suppose that they can only be squares whose distance from 
the closest of the immediately previously observed squares does not 
exceed a certain fixed amount. Let us say that each of the new observed 
Squares is within L squares of an immediately previously observed 
Square. 

In connection with “immediate recognisability", it may be thought 
that there are other kinds of square which are immediately recognisable. 
In particular, squares marked by special symbols might be taken as 
imme- 
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diately recognisable. Now if these squares are marked only by single 
symbols there can be only a finite number of them, and we should not 
upset our theory by adjoining these marked squares to the observed 
squares. If, on the other hand, they are marked by a sequence of 
symbols, we cannot regard the process of recognition as a simple 
process. This is a fundamental point and should be illustrated. In most 
mathematical papers the equations and theorems are numbered. 
Normally the numbers do not go beyond (say) 1000. It is, therefore, 
possible to recognise a theorem at a glance by its number. But if the 
paper was very long, we might reach Theorem 157767733443477; then, 
further on in the paper, we might find “... hence (applying Theorem 
157767733443477) we have ...”. In order to make sure which was the 
relevant theorem we should have to compare the two numbers figure by 
figure, possibly ticking the figures off in pencil to make sure of their not 
being counted twice. If in spite of this it is still thought that there are 
other “immediately recognisable” squares, it does not upset my 
contention so long as these squares can be found by some process of 
which my type of machine is capable. This idea is developed in III 
below. 
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操作 ， 以 至 于 不 能 想象 它们 能 够 再 分 解 。 每 个 这 样 的 操作 都 是 由 计 
算 者 及 其 纸 市 组 成 的 物理 系统 的 变化 构成 的 。 如 果 我 们 知道 纸 市 上 
的 符号 序列 ， 就 知道 了 系统 的 状态 ， 这 些 都 是 由 计算 者 〈 通 过 特定 
次 序 ) 和 计算 者 的 思维 状态 观察 到 的 。 我 们 假设 在 一 个 简单 操作 里 
最 多 有 一 个 符号 会 改变 。 所 有 其 他 的 变化 都 可 以 分 解 成 这 种 简单 的 
变化 ， 其 中 ， 符 号 会 被 改变 的 那些 方 格 的 情况 与 被 观察 到 的 方 格 相 
同 。 因 此 ， 我 们 可 以 不 失 一 般 性 地 假设 ， 符 号 变化 的 方 格 总 是 那 
些 “ 被 观察 ”的 方 格 。 

除了 这 些 符 号 上 的 改变 ， 人 简单 操作 还 必须 包 舍 被 观 穴 方 格 分 布 
的 变化 。 新 的 被 观察 方 格 必 须 可 以 立即 被 计算 者 识别 。 我 想 可 以 合 
理 地 假设 这 些 方 格 满 足 它 们 与 最 近 的 前 一 个 立即 被 观察 方 格 的 距离 
不 超过 茶 个 特定 值 。 我 们 假设 每 个 新 的 被 观察 方 格 距离 前 一 个 立即 
被 观察 方 格 的 距离 不 超过 L 个 方 格 。 

谈 到 “立即 识别 ”， 也 许 存 在 其 他 类 型 的 被 立即 识别 方 格 。 特 别 
地 ， 用 特殊 符号 标记 的 方 格 可 能 被 认为 是 立即 识别 的 。 夺 这些 方 格 
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我 们 的 理论 将 这 些 被 标记 的 方 格 毗连 到 被 观察 的 方 格 边 。 另 一 方 
面 ， 如 果 标 记 方 格 的 是 序列 符号 ， 我 们 吏 不 能 将 识别 过 程 当做 是 一 
个 简单 过 程 。 这 是 一 个 应 该 强调 的 基本 出 友 点 。 在 绝 大 多 数 数 学 论 
文 里 ， 方 程 和 定理 都 是 附 上 标号 的 。 通 第 ， 这 些 标号 不 会 超过 
1000， 因 此 扫 一 眼 标号 就 能 迅速 识别 一 个 定理 。 但 是 如 果 论 文 很 
长 ， 标 记 的 定理 可 能 到 157767733443477 号 ， 接 着 我 们 可 能 要 表述 
TS secon 因此 通过 应 用 157767733443477 号 定理 ， 我 们 得 到 ...... n. 
为 了 确定 相关 和 定理， 我 们 需要 一 位 一 位 地 比较 两 个 数 ， 可 能 需要 用 
铅笔 将 比较 过 的 数字 划 抒 以免 重 复 算 两 次 。 如 果 除 了 这 些 还 存在 其 
他 “并 即 识 别 ” 的 方 格 ， 只 要 这 些 方 格 可 以 在 我 的 机 器 的 运行 过 程 中 
TO SETTE 
KA o 
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The simple operations must therefore include: 
(a) Changes of the symbol on one of the observed squares. 
(b) Changes of one of the squares observed to another square 


within L squares of one of the previously observed squares. 

It may be that some of these changes necessarily involve a change 
of state of mind. The most general single operation must therefore be 
taken to be one of the following: 

(A) A possible change (a) of symbol together with a possible 
change of state of mind. 

(B) A possible change (b) of observed squares, together with a 
possible change of state of mind. 

The operation actually performed is determined, as has been 
suggested on p. 250, by the state of mind of the computer and the 
observed symbols. In particular, they determine the state of mind of the 
computer after the operation is carried out. 


因此 ， 简 单 操作 必须 包括 : 
(a) 改变 一 个 被 观察 方 格 的 符号 。 
, gO 将 一 个 被 观察 访 格 移动 到 与 前 一 个 被 观察 方 格 虹 离 -以 内 的 
AL o 
这 些 改变 有 可 能 涉及 一 系列 思维 状态 的 转变 。 因 此 ， 最 普遍 意 
义 上 的 单个 操作 必须 是 下 列 情况 之 一 : 
(A) 一 个 可 能 的 (a) 型 的 符号 改变 以 及 一 个 潜在 的 思维 状态 转 


nob 一 个 可 能 的 (0) 型 的 被 观察 方 格 的 改变 以 及 一 个 潜在 的 思维 

”第 250 页 已 经 说 过 ， 操 作 实 际 上 是 由 计算 者 的 思维 状态 和 被 观 
察 的 符号 所 决定 的 。 特 别 是 ， 操 作 执 行 后 ， 计 算 者 的 思维 状态 就 确 
ET. 


这 些 只 是 他 对 论文 前 一 页 的 引用 。 


AP 


We may now construct a machine to do the work of this computer. 
To each state of mind of the computer corresponds an *m-configuration" 
of the machine. The machine scans B squares corresponding to the B 
squares observed by the computer. In any move the machine can change 
a symbol on a scanned square or can change any one of the scanned 
squares to another square distant not more than L squares from one of 


the other scanned 
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squares. The move which is done, and the succeeding configuration, are 
determined by the scanned symbol and the m-configuration. The 
machines just described do not differ very essentially from computing 
machines as defined in 8 2, and corresponding to any machine of this 
type a computing machine can be constructed to compute the same 
sequence, that is to say the sequence computed by the computer. 


我 们 现在 可 以 构造 一 台 做 这 种 计算 者 工作 的 机 器 了 。 对 于 计算 
者 的 任意 一 个 思维 状态 ， 机 融 都 有 相应 的 一 个 m- 格 局 。 对 应 计算 着 
观 穴 B 个 方 格 ， 机 器 扫描 B 个 方 格 。 对 于 任意 一 次 移动 ， 机 峰 要 人 么 
改变 被 扫描 方 格 上 的 符号 ， 了 要么 将 任意 一 个 被 扫 折 方 格 移动 到 距离 
其 他 被 扫 手 方 格 距 离 不 超过 L 的 位 置 。 当 完成 移动 后 ， 后 续 有 的 格局 
部 由 扫 插 人 符 和 m- 格 局 决定 。 这 里 手 述 的 机 带 与 $2 定义 的 计算 机 占 并 
没有 本 质 的 区 别 ， 对 应 于 任意 这 一 类 机 如 ， 部 可 以 构造 一 个 计算 机 
独 去 计算 相同 的 序列 ， 也 束 古 由 计算 者 计算 的 序列 。 


这 了 驱 是 ， 人 类 计算 者 。 

我 们 蜀 昌 在 这 里 打住 。 图 灵 在 本 市 的 第 二 个 论据 从 对 “ 受 限 希 尔 伯 
特 函 数 演算 ”的 引用 开始 ， 接 着 对 这 个 演算 进行 了 陈述 ， 为 开始 陪读 本 
TS Bb PEDE EST AH. 

图 灵 对 人 脑 和 机 器 之 间 联 系 的 着 迷 ， 在 1936 年 发 表 可 计算 数论 文 之 
后 仍 延 续 了 很 信 。 图 灵 的 另 一 篇 普 名 论文 “计算 机 械 与 人 工 智能 ”发 表 在 
1950 年 10 月 的 哲学 期 刊 Mind 上 。 

“机 桥 能 思考 吗 ?” 图 姑 问 。 他 发 明了 一 个 测试 ， 这 个 测试 需要 一 个 
人 坐 在 电 传 打字 机 前 在 现代 ， 类 似 于 短 消 晨 ， 或 者 其 他 人 允许 人 们 在 看 
不 见 也 昕 不 见 对 方 的 情况 下 相互 通信 的 手段 〉”。 这 个 人 问 问 题 ， 接 受 答 
案 。 如 果 另 一 端 是 计算 机 ， 而 这 个 人 无 法 判断 它 是 否 是 一 人 台 计 算 机 ， 那 
ZA UV ALE BAR A AEH © 
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反对 意见 的 解答 。 

图 灵 喜 欢 用 术语 “智能 ”而 不 是 “思考 ”来 处 理 这 个 问题 ， 因 为 “ 思 
考 ” 暗 售 在 计算 机 内 部 进行 的 特定 活动 。 


“Nae H6 da 5 649" RUA, IC Jn ai Tem MM, MER 
讨论 。 不 过 ， 我 认为 到 这 个 世纪 来 ， 这 样 的 说 法 以 及 一 般 的 教育 观 
AM ARA: MEERE ERE 
xy. +4 


E-MEACAR OAL S, UV ABO. Alice EG EE EY PS E 
多 的 人 知道 了 计算 机 能 够 干什么 ， 但 那 不 是 “思考 *”。 我 们 还 未 到 可 以 期 
竺 计算 机 九 关 人 类 入 能 的 地 步 ， 并 且 在 通 第 情况 下 ， 妆 我 们 认为 计算 机 
应 用 能 以 一 种 完全 确定 的 形式 运行 时 才能 很 好 地 运用 它 进行 工作 。 一 个 
笑 试 做 任何 “ 乔 能 ”工作 的 计算 机 程序 通 第 束 像 个 2 岁 的 孩子 ， 采 看 一 幅 
Or Ul AC Wn ER, PR Je RR REREN E HY” o 
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来 最 兰 名 的 虚构 计算 机 : 


险 尔 能 个 四 和 孝 的 问题 已 经 锌 天国 数 学 家 阿兰 ' 图 元 在 20 地 纪 40 
年 代 解 决 了 。 图 姑 指 出 ， 如 来 一 个 人 能 够 与 一 台 机 可 进行 一 次 四 够 
长 的 对 话 ， 无 论 是 通过 电 传 打 子 机 还 是 妆 殉 风 虱 不 午 要 ， 假 如 不 能 
分 辨 回 众 是 来 目 一 台 机 右 或 者 一 个 人 人， 那么 从 感性 的 定义 上 ， 这 台 
机 口 就 是 能 思考 的 。 哈 尔 能 够 轻易 通过 图 灵 测 试 。- 


如 果 图 灵 能 够 活 到 56 岁 ， 也 就 是 1968 年 《2001: 太空 漫游 》 的 小 说 
和 电影 发 行 的 时 候 ， 他 也 许 会 感到 十 分 有 趣 ， 因 为 计算 机 已 经 相当 智 
HE. Hee p Us SU T SS 1 o 
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对 形态 形成 学 产生 了 兴趣 ， 这 是 一 门 研究 组 织 细胞 如 何 发 展 和 分 化 ， 形 
成 各 种 各 样 模 式 和 形态 的 物种 学 科 。 这 个 研究 涉及 在 曼彻斯特 的 计算 机 
上 运行 仿真 程序 。 

1951 年 3 月 15 日 ， 阿 兰 : 图 灵 因 其 在 可 计算 数 方面 所 做 的 工作 ， 成 为 
Te) ASS, ASE ERT ZS ABH: OA. ALK 
上 ，BBC 播 放 了 图 灵 题 为 “数字 计算 机 能 够 思考 吗 ? ”的 录音 谈话 〈 这 个 
广播 的 孙 音 和 其 他 图 灵 所 有 讲话 的 孙 音 都 已 不 知 所 中 了 ) 。 

1951 年 12 月 ， 接 连 发 后 的 一 系列 事件 对 日 后 产生 了 很 大 的 影响 。 图 
赤 在 曼彻斯特 的 街 上 过 见 了 一 个 年 轻 人 阿 诡 德 . 移 雷 。 工 人 出 身 的 穆 雷 
正 处 于 偷窃 罪 组 刑期， 也 没有 工作 。 图 录 和 称 雷 共 进 了 午餐 ， 一 起 回 到 
了 图 灵 的 家 里 。 在 接 下 来 的 一 个 月 ， 他 们 还 相 会 了 几 次 。 

1952 年 1 月 底 ， 图 灵 发 现 住所 遭 窃 。 他 报 了 警 ， 警 察 检查 了 现场 的 
HA. KRAER BRIT. MERAH CELS, FJA 


真正 的 罪犯 是 自己 的 一 个 旧 相 识 哈 里 。 警 方 也 在 图 灵 的 住所 找到 了 哈里 
的 指纹 。 哈 里 役 时 因为 其 他 一 些 事 情 正 在 坐牢 ， 在 和 被 问 到 图 元 一 守 时 ， 
哈里 告诉 了 警方 匈 郝 和 其 朋友 间 一 些 很 私 黎 的 情况 。 

19524E2H7H , WLCEZJFIBZNIE Sj, TUIS CD MY A AEDA B 
日 ， 警 方 传讯 了 阿兰 :图 录 。 在 儿 轮 审读 后， 图 灵 承认 了 与 穆 雷 之 间 的 
关系 。 这 个 供认 让 图 灵 遭 受 了 牢狱 之 灾 ， 因 为 根据 1885 年 的 刑法 修正 案 
第 11 节 : 


任何 为 性 ， 公 开 或 私下 ， 组 织 或 参与 组 织 ， 引 谤 或 试图 引 雇 其 
他 男性 进行 严 香 猥 多 的 行为 ， 部 应 该 视 为 个 法 行为 ， 并 理应 被 法 肚 
FAR AS IL OE YTS CET OT CH) Haase tL 
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统 里 用 了 这 个 术语 ) 制定 了 刑律 。 

恶名 昭著 的 刑法 修正 案 第 11 节 从 一 开始 束 鼎 受 非议 。1885 年 的 刑法 
修正 案 目 称 是 “一 部 进一步 保护 妇女 和 未 成 年 少女 ， 抑 制 效 院 和 其 他 恶 
习 的 法 律 >。 这 部 法 律 将 少女 法 律 上 达到 可 以 自主 的 年 龄 从 13 岁 提高 到 
了 16 罗 ， 包 含 了 一 系列 措施 保护 妇女 免 受 利用 ， 诸 如 在 色情 场所 被 下 迷 
药 、 被 抛 为 娟 等 犯 徘 行为 的 侵害 。 

这 个 法 律 提案 最 杞 在 下 议院 多 年 未 获准 ， 后 来 因为 目 由 主义 新 闻 记 
者 威廉 :托马斯 :斯 特 德 (1849—1912) 关于 儿童 卖淫 的 一 系列 报道 文章 
而 变 得 引 人 注 目 。 斯 特 德 以 从 一 对 父母 手中 购买 他 们 13 岁 的 女儿 为 代 
价 ， 让 他 这 个 大 胆 的 揭发 报道 名 噪 一 时 。 

在 斯 特 德 报道 引发 的 强烈 公众 舆论 下 ， 访 提案 死灰复燃 。 第 11 节 是 
由 下 议院 议员 Henry Labouchere 在 1885 年 8 月 6 日 提出 的 ， 而 第 二 天 束 被 
加 进 了 访 提 守 中 ， 一 星期 后 ， 该 议案 最 终 通 过 。 当 时 有 一 些 疑 问 ， 质 疑 
em n E RAEE AARAA 

第 11 节 特别 针对 男性 ， 而 在 此 之 前 ， 法 律 指 的 “严重 狠 玫 ”行为 在 英 
国 并 不 是 违法 的 ， 至 少 成 年 人 私下 进行 是 没 问 题 的 。 甚 至 在 那 时 ，“ 私 
PORŠE FR E Xi MAR VE ET VER —2— 

SPI, Bem eI KR EARS (1854—1900) , 
他 于 1895 年 被 告发 。 王 尔 德 因此 被 迫 服 劳役 ， 这 可 能 加 速 了 他 的 离世 。 

到 了 20 世 纪 50 年 代 ， 刑 如 方 法 变 得 多 样 了 。 图 灵 为 目 己 的 菲 名 辩 
护 ， 法 庭 最 后 判处 图 灵 1 年 缓刑 ， 在 此 期 间 图 录 必 须 接受 奏 尔 蒙 治 疗 。 

使 用 和 葆 尔 蒙 治疗 同性 恋 的 实验 始 于 20 世 纪 40 年 代 。 起 初 ， 同 性 恋 行 
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能 达到 预期 的 目的 。- 驻 在 图 灵 被 定 徘 的 那个 年 代 ， 这 种 疗法 被 称 为 右 
官 疗 法 ， 也 称 为 “化 学 图 制 *”， 这 似乎 比 任何 其 他 行为 更 让 人 和 沉 得 羞辱 。 
雌 激 素 治 疗 让 图 灵 失 去 了 性 能 力 ， 让 他 的 乳房 畸形 生长 。 

在 20 世 纪 50 年 代 初 被 认定 为 是 同性 恋 可 束 糟 了 。 在 美国 ，50 年 代 初 
壹 卡 锡 主 义 下 的 “ 亦 色 巩 惧 ”很 快 转变 为 另 一 种 形式 上 的 政治 迫害 。 在 美 
国 国务 院 工作 的 共产 主义 者 其 实 并 不 多 ， 反 倒是 政府 部 门 私下 里 有 同性 
恋人 和 倾 回 的 人 较 多 。“20 世 纪 50 年 代 到 60 年 代 间 ， 大 约 有 1000 名 国务 院 的 
工作 人 员 因 所 谓 的 同性 恋 行为 而 被 开除 ”*?。 汪 中 

理论 上 ,“ 人 危险 分 子 ” 是 用 来 形容 有 浴 漏 国家 机 密 倾 回 的 人 。 但 实际 
上 上 ， 这 个 词 是 “同性 恋 者 ”的 委婉 说 法 。 汪 二 这 种 腾 断 是 假定 同性 恋 者 容 
易 遭 到 敲诈 而 泄漏 国家 机 密 。 然 而 ， 现 实 中 能 找到 这 种 假定 的 最 好 例 
子 ， 还 得 妃 调 到 第 一 次 世界 大 战 之 前 奥地利 情报 机 构 的 一 位 头目 ， 而 且 
这 个 故事 的 真实 性 还 一 直 存 疑 。 二 2 

美国 政府 对 同性 恋 的 做 法 影响 到 了 现 国 政府 。1951 和 年， 美国 国务 院 
开始 建议 英国 外 交 部 注意 政府 里 面 的 “同性 恋 问 题 ”， 后 来 施 压 区 国政 府 
更 多 地 关注 可 能 由 同性 恋 引 起 的 安全 问题 。--L 

阿兰 .图 灵 的 择业 自由 因此 变 得 很 狭 罕 。 政 府 最 高 机 密 的 工作 ， 例 
如 战 时 图 灵 从 事 的 工作 ， 是 绝 不 可 能 了 ， 图 灵 也 不 可 能 再 一 次 去 美国 。 
1952 年 的 一 部 美国 法 律 茶 止 * 患 有 精神 钳 乱 人 格 的 外 国人 ”入 境 ， 暗 指 的 
Rt ee [A PERK, HH 

所 有 的 这 些 足 以 导致 图 元 目 杀 吗 ? 我 们 不 清楚 。 

在 英国 的 大 街 小 埠 以 及 政府 部 门 ， 同 性 恋 者 的 生活 变 得 您 发 艰难 。 
当 约 随 : 话 特 - 鲍 尔 医 士 1953 年 被 任命 为 伦敦 大 都 市 警察 局 局 长 时 ， 他 发 
些 要 “铲除 伦敦 所 有 及 脏 的 场所 *。 同 年 ， 英 国内 政 部 指示 要 加 大 对 “ 男 
性 陡 落 行为 ”的 打击 力度 。 至 少 ， 伦 敦 的 当地 治安 官 已 经 厌倦 了 对 犯罪 
的 纵容 态度 ， 打 算 让 徘 犯 * 像 过 去 一 样 和 直接 被 送 回 监狱 里 ”。1953 年 年 末 
到 1954 年 年 初 ， 报 纸 的 头条 都 是 在 宣传 某 些 男性 被 告发 的 消息 。-5L 

是 不 是 图 灵 与 某 位 男性 发 生 了 新 的 关系 ， 那 人 反 过 来 威胁 获 诈 图 
X 9 
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而 不 是 历史 文献 或 者 目 传 资料 ， 这 说 明 我 们 对 这 段 史实 的 无 知 。 小 说 家 
DEI MON NRATNUEIST ETIN TEM 
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激烈 地 爆发 。 这 种 屈辱 就 是 不 能 深 埋 下 来 。- 


我 们 不 知道 1954 年 6 月 7 日 的 晚上 发 生 了 什么 不 一 样 的 故事 。 我 们 也 
AN KB ETT A SE AM oR CEE oe A EH AB ENS ESE SR ee LI. 
第 二 天 早晨 ， 图 灵 被 发 现 已 经 过 世 ， 年 仅 41 岁 。 
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1958 年 夏天 ， 中 国 出 生 的 逻辑 学 家 王 浩 利用 他 在 牛津 大 学 教学 工作 
的 休假 时 间 ， 来 到 坐落 于 纽约 州 波 基 普 西 市 的 IBM 研 究 实 验 室 ， 操 作 当 
时 最 先进 的 IBM 704 计 算 机 。 他 在 IBM 的 打 孔 卡片 上 编码 了 几乎 半 个 世 
纪 前 由 阿尔 弗 雷 德 : 诺 斯 -怀特 海 和 伯 特 兰 :罗素 合 著 的 巨著 《数学 原理 》 
中 的 定理 。 例 如 ， 定 理 *11.26 在 《数学 原理 》 中 的 符号 表示 是 : 


11 - 26.—: Gx): OAE, y) :2: W): EA, y) 


于 浩 在 打 孔 卡片 上 ， 将 它 写 成 : 

11*26/EXAYGXY-AYEXGXY 
他 还 写 了 三 个 程序 来 读 取 这 些 卡 片 的 内 容 ， 并 且 通 过 应 用 各 种 等 式 和 将 
这 些 陈 述 转 换 成 公理 的 推理 规则 来 证 明 被 编码 的 定理 。 这 些 程序 的 大 部 
分 时 间 都 用 在 读 取 卡片 内 容 和 打印 证 明 步 又 的 机 械 过 程 上 。 据 他 估计 ， 
证 明 《 数 学 原理 》 第 *1 章 到 第 *5 间 的 220 条 定理 的 实际 处 理 时 间 不 超过 
三 分 钟 。 他 后 来 提出 的 第 三 个 程序 改进 版 本 能 在 大 约 四 分 钟 内 证 明 第 *9 
章 到 第 *13 章 的 158 条 定理 。-LL 

王 浩 的 程序 并 不 是 使 用 计算 机 进行 定理 证 明 的 首次 尝试 。 上 -1954 
年 ， 蕊 丁 : 戴 维 斯 束 使 用 普林斯顿 高 等 研究 院 建 造 的 计算 机 ， 编 写 了 一 
个 简单 的 、 只 包含 加 法 的 Presburger 算 术 程 序 。 这 是 目前 已 知 的 第 一 个 
由 计算 机 给 出 的 数学 证 明 。 戴 维 斯 的 这 个 程序 证 明了 ， 两 个 偶数 的 和 仍 
OREN A. SL 
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他 们 对 人 工 智能 更 感 兴趣 ， 因 此 编写 程序 来 模拟 人 证 明定 理 时 采用 的 方 
法 (他 们 称 之 为 “启发 式 ” 的 方法 ) 。 王 浩 后 来 探索 的 是 一 种 更 加 算法 化 
的 方法 ， 它 的 效率 更 高 ， 成 功率 也 更 高 。 

逻辑 理论 机 器 的 结果 是 以 信件 形式 通知 伯 特 兰 :罗素 的 ， 据 说 他 回 


道 : “得 知 《 数 学 原理 》 现 在 可 以 采取 机 械 方 式 来 完成 ， 我 很 高 兴 。 
是 我 和 怀特 海 早 知道 能 这 么 做 ， 束 不 用 浪费 十 年 的 时 间 来 手工 完成 
《数学 原理 》 有 三 卷 ， 约 2000 页 ， 在 数学 和 逻辑 领域 都 是 了 不 起 的 
成 就 。 在 现代 文库 列举 的 20 世 纪 一 百 部 最 佳 非 小 说 类 著作 中 ，《 数 学 原 
理 》 名 列 第 23。- 引 然而 ， 极 少 有 人 真 的 能 够 下 决心 阅读 这 本 书 。 斯 带 
分 : 克 菜 尼 是 阿 降 佐 : 艺 奇 的 学 生 ， 后 来 撰写 了 《数学 概论 》 (1952) 和 
《数理 逻辑 》 (1967) ， 他 坦言 自己 从 来 没有 读 过 《数学 原理 》。- 世 
= AEREE AA 
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《数学 原理 》 的 引言 只 陈述 了 一 个 目标 ， 那 就 古 “ 完 整地 列举 出 数 
学 推理 的 所 有 方法 和 步骤 ”， 这 束 是 我 们 所 熟悉 的 称 为 逻辑 主义 的 纲领 
(也 是 一 种 数学 哲学 ) ， 逻 辑 主 义 是 指 把 逻辑 作为 数学 其 他 部 分 的 基 
础 。 为 了 实现 这 个 目标 ， 怀 特 海 和 罗素 采用 了 一 整套 的 集合 理论 和 逻辑 
工具 ， 他 们 有 意 限 定数 学 技巧 的 做 法 在 当时 看 起 来 是 很 和 元 诞 的 。 

大 卫 : 希 尔 伯 特 却 不 这 么 认为 ， 他 将 称 为 形式 主义 的 数学 哲学 更 紧 
密 地 联系 在 一 起 。 形 式 主义 着 重 公 理化 理论 ， 特 别 是 在 希 尔 伯 特 的 纲领 
中 ， 它 更 多 地 强调 了 诸如 一 致 性 、 稳 定性 、 完 备 性 和 可 判定 性 的 概念 。 

大 卫 : 希 尔 伯 特 把 《数学 原理 》 的 逻辑 分 解 成 一 个 个 扩展 的 子 集 ， 
并 且 每 个 子 集 都 可 以 单独 拿 来 研究 。 他 这 样 做 一 方面 是 为 了 教学 ， 另 一 
方面 也 是 为 了 便于 分 析 。1917 年 冬天 至 1918 年 ， 他 在 哥 廷 根 以 这 种 方法 
为 基础 教授 了 一 门 课程 。1928 年 ， 大 卫 : 希 尔 们 特 和 威廉 : 阿 克 曼 基于 该 
方法 ， 合 著 了 一 本 120 页 的 书 《 数 理 罗 辑 原 理 》， 这 本 书 通常 称 为 《和 希 
尔 伯 特 和 阿 元 曼 》， 它 也 是 图 灵 论 文 的 重点 一 一 判定 性 问题 的 来 


源 。 

图 灵 在 论文 中 明确 指出 ， 他 参考 了 《数理 好 辑 原 理 》 和 《数学 基 
础 》。 后 者 是 大 卫 : 希 尔 伯 特 与 保罗 : 贝 奈 斯 合 著 的 ， 该 书 的 第 一 卷 于 
1934 年 在 柏林 出 版 ， 以 《和 希 尔 伯 特 和 贝 奈 斯 》 著 称 。 该 书 的 第 二 卷 在 
1939 年 图 灵 的 论文 发 表 之 后 才 出 版 〉。 

癌 读 图 灵 论 文 的 下 一 部 分 需要 对 希 尔 伯 特 和 阿 元 曼 发 展 的 数理 逻辑 
理论 有 一 定 的 了 解 。 在 接 下 来 对 该 逻辑 的 概述 中 ， 我 将 采用 图 灵 使 用 的 
记号 ， 这 与 《 希 尔 伯 特 和 阿 殉 曼 》 中 所 使 用 的 记号 很 相似 。 我 还 将 模仿 
把 这 个 逻辑 作为 特征 的 扩展 子 集 的 方法 ， 这 种 方法 已 经 成 为 了 一 个 标准 
JTE, EMEA MBA WES KE PERR JERAR WMA: 
恩德 腾 和 许多 其 他 数学 家 关于 数理 逻辑 的 教科 书 中 都 可 以 看 到 。 

首先 ， 我 要 介绍 《 希 尔 伯 特 和 阿 元 曼 》 中 称 作 Ausssagenkalkul 的 概 
念 ， 它 后 来 翻译 成 句子 演算 ， 不 过 现在 更 多 地 称 之 为 命题 演算 或 命题 








X FE o 

I REWI EEE $) LAARA Ge» P RRA 
engere Funktionenkalkul (ZIRK KZO R) . TEJEAK- DIS CRH 
于 1938 年 ) 中 ， 它 更 名 为 engere Pradilatenkalkul 〈 受 限 的 谓词 演算 ) ， 
现在 更 多 地 称 之 为 一 阶 人 逻辑、 一 阶 谓词 迎 辑 或 一 阶 请 词 演算 。 介 绍 完 
一 些 概念 后 ， 我 残 可 以 介绍 一 阶 逻 辑 和 二 阶 多 辑 的 区 别 了 。 KEYF 
和 阿 克 曼 》 最 初 把 二 阶 逻 辑 叫 做 erweiterte Funktionenkalkiil， 后 来 称 之 
为 erweiterte Pridikatenkalkiil (扩展 的 谓词 演算 ) 。 

命题 〈 人 句子 ) 他 辑 人 处理 所 有 具有 真 值 的 陈述 命题 ， 也 束 是 说 ， 我 们 
可 以 判定 这 些 命 题 的 真 假 。 例 如 下 面 的 命题 : 


REETH: 
我 妈妈 的 名 字 叫 做 区 区 拉 ，。 


数 。 
言 则 是 假 的 。 不 要 和 争论! ) aise, SE BRE EUH BO 
值 ， 没 有 模 梭 两 加。 并且， 如 果 我 们 不 那么 自称 目 己 很 擅长 分 析 除 了 数 
a HEX, AR SZ) 

FEAT IP, XH EA RIA KS FREON A). AP BERS HAT AY 
FEE, WA, B. CH, (ANA lle RAE RE Ma II BU 
BE, WX. Y. Z 等 ， 用 来 表示 变量 命题 。 

我 们 可 以 使 用 茶 些 连接 词 把 单个 命题 组 合成 更 复杂 的 命题 。 

第 一 个 这 样 的 连接 词 用 一 个 小 与 字母 Vv 表示 ， 它 出 目 拉 J 吓 语 单词 
vel, WAE”. Fa, “或 ” 叉 可 分 为 “与 或 ”和 与 之 相对 的 “ 措 
或 ”〈 拉 丁 语 aut) 。 当 X 或 Y 中 的 任意 一 个 为 真 ， 或 两 个 均 为 真 时 ， 命 


jel: 
XvY 
为 真 。 如 下 的 真 值 表 可 以 帮助 展示 X 和 Y 真 值 的 不 同 组合 情 况 。 


XYXvY 
假 假 假 
BRE H 
HBR OK 
AA A 


在 不 会 产生 混 请 的 情况 下 ， 人 允许 省 略 符 号 v。 公 去 XY 等 价 于 XV Y. 

注意 ， 我 没有 使 用 把 两 个 公式 写 在 同一 行 并 用 等 号 连接 的 方法 来 表 
示 这 种 等 价 天 系 。 命 题 演算 语言 个 包含 等 写 ， 全 少 在 《布尔 伯 特 和 阿 元 
受 》 制 定 的 命题 演算 中 是 不 包 仿 的 。 

我 们 说 一 个 命题 等 价 于 另 一 个 命题 ， 指 的 是 当 组 成 它们 的 命题 有 相 
同 的 对 应 真 值 时 这 两 个 命题 也 有 相同 的 真 但 。 我 们 使 用 人 类 语言 或 者 称 
为 元 语言 来 表达 这 种 等 价 天 系 ， 准 人 确 地 区 分 逻辑 语言 和 元 语言 可 以 避 倪 
混 消 。 

《和 硕 尔 们 特 和 阿 殉 受 》 使 用 元 语言 缩写 aq.《〈 表 示 德 语 中 的 
üquivalent) Bkeq. CKI is Wequivalent) 表示 等 价 : 

X v Y eq. XY 

WIE, KS 48S N76 te Oe EY BIN 852). PX MER EN SAE 
才 使 用 它 。 

* EB AA SRN. ATK 

X&Y 

ABRMAMAXAYVIAIN AB, ARO T. 


X YX&Y 
假 假 假 
BREH 假 
Re dE 
RH R 


«Eu BRAG AX Cconjuction) ， 这 一 称呼 源 于 and 一 词 的 语法 
EH. WI, “Bis PRAT AM Cdisjuncton) , EGAL 


wo 
很 明显 ， 从 真 值 表 可 以 得 到 如 下 的 结论 : 
X v X eq. X 
X & X eq. X 


你 还 可 以 在 一 个 复合 命题 中 同时 使 用 这 两 个 连接 符 。 在 这 种 情况 
下 ， 爷 计算 v 的 仁 ， 再 计算 区 的 但 。 你 可 以 使 用 括号 来 改变 运算 顺 订 ， 
也 可 以 只 是 为 了 清晰 起 见 而 使 用 括 写 。 
X &YvZeq. X & (Y v Z) 
这 两 个 命题 都 不 等 价 于 : 
vZ 


(X&Y) 
例如 ， 当 X 为 假 ，Y 为 真 ，Z 为 真 时 ， 前 两 个 命题 都 为 假 ， 而 最 后 的 命题 


AIA KR. 

Be LAN SUE JS OR HEAT A BS ES a o 6 Js Ee IE AR CON] ,— DA RE Reta] WY, 
出 现在 正确 位 置 的 各 种 各 样 的 规则 了 。 这 些 规 则 有 助 于 合式 公式 Cwell- 
formed formula， 或 称 为 wff， 发 音 是 woofs) 这 一 概念 的 形成 。true、 
false、T 和 FEF 都 不 是 命题 饮 辑 词汇 表 中 的 单词 ， 但 是 为 了 方便 ， 你 可 以 使 
用 它们 来 代 葵 命题 字母 。 可 以 用 T 表 示 一 个 恒 为 真 的 命题 ， 使 用 F 表 示 一 
个 恒 为 假 的 命题 。 从 现在 开始 ， 我 也 会 在 真 值 表 里 使 用 T 和 F。 

从 真 值 表 很 容易 得 到 下 和 面 的 等 价 天 系 : 

XvTeq. T 
XvFeq. X 
X & T eq. X 
X & F eq. F 
很 明显 ， 从 真 值 表 中 也 可 以 看 出 下 面 两 种 运算 满足 交换 律 ; 
XvYeq.YvX 
X&Yeq.Y&X 
Fi PR ETE E Ec E: 
X v(Yv Z)eq. (X v Y) vZ 
X & (Y & Z) eq. (X & Y) & Z 
下 面 两 种 运算 满足 分 配 律 ; 
X v (Y & Z) eq. (X v Y) & (X v Z) 
X & (Y v Z) eq. (X & Y) v (X & Z) 

如 果 把 真 值 表 中 的 FE 替换 为 0， 把 T 蔡 换 成 1， 可 以 看 出 ， 合 取 运 算 其 
实 等 价 于 两 个 一 位 二 进 制 数 的 乘积 : 相应 地 ， 析 取 与 加 法 相似 。 因 此 ， 
有 时 把 合 取 称 为 “逻辑 乘 >， 把 析 取 称 为 “逻辑 加 ”。 然 而 ， 使 用 这 些 术 语 
会 导致 不 一 致 ， 因 此 不 建议 使 用 它们 。 

合 取 和 析 取 都 是 二 元 运算 。 唯 一 的 一 元 运算 称 为 “ 非 ?或 * 售 ”， 使 用 
类 似 减 号 的 一 划 来 表示 它 : 


X -X 
F T 
T F 


(A ZR TERE AP ST w) EI BE BETA SUEY E77 JE A RR 
示 “ 非 ?运算 ， 图 元 的 标注 与 他 们 的 不 同 。 人 否定 总 是 被 最 先 计 算 ， 并 且 合 
XE FIER TE HIE ARES IE s MAREM: 
--X eq. X 
下 面 古 两 个 非 第 基本 的 等 价 关系 : 


Xv-Xeq. T 
X & -X eq. F 

两 个 最 基本 的 、 同 样 也 是 最 有 趣 的 逻辑 关系 把 合 取 、 析 取 与 否定 结 
合 了 起 来 。 它 们 以 19 世 纪 的 数学 家 奥 古 斯 都 : 德 :摩根 “1806 一 1871) 的 
名 字 人 命名， 叫做 德 . 摩 根 定律 ， 尽 管 这 个 基本 概念 在 很 早 之 前 已 经 为 亚 
里 士 多 德 所 了 解 。 

- (X v Y) eq. -X & -Y 
- (X & Y) eq. -X v -Y 

用 通俗 的 语言 来 表达 这 些 等 式 ， 其 含义 是 显而易见 的 。 例 如 ,“ 现 
在 没有 下 雨 或 下 雪 ” 可 以 表示 成 可 (Xv 访 ， 它 的 意思 是 “现在 没有 下 雨 ， 
也 没有 下 雪 ”， 后 者 可 以 表示 成 -X& -了 Y。 如 果 有 人 告诉 我 :“ 你 当然 不 是 
Boia UTA A. EME- (X&Y, dX Sida m/m: RE, R 
BA Aa LL, BARC 23 X ILERIB......3XCOL IL AE-X v -Y。 

注意 ， 可 以 把 德 :摩根 定律 里 的 否定 符号 都 写 在 一 边 ， 于 是 它们 可 
以 转换 成 : 

X v Y eq. - (-X & -Y) 
X & Y eq. - (-X v -Y) 

TE“ 5” Aa IS EN BB, ORE BAR ER, “AER ARE 
成 * 真 >”， 可 以 得 到 相反 运算 的 真 值 表 。 我 们 把 它 称 为 “对 偶 原 理 >， 这 同 
样 也 适用 于 复杂 的 命题 。 例 如 ， 

X&-YvZ 

对 所 有 的 从 号 都 变 成 其 相应 的 否定 形式 ， 然 后 交换 及 和 v〈 原 有 隐 
含 需要 加 括号 的 地 方 要 记得 加 括号 ) ， 得 到 的 新 命题 就 是 原来 命题 的 否 
定形 式 : 

-X v (Y & -Z) 

如 果 你 想 证 明 这 两 个 命题 确实 是 彼此 否定 的 ， 那 么 可 以 构造 下 面 的 

真 值 表 来 测试 所 有 的 值 。 


XYZX&YvZ-Xv(Y &-Z) 
FFF F T 

FFT 
FTF 
FTT 
TFF 
TFT 
TTF 


zo dep gel Eg ey. T 
Ej. TS Ss FR os | 


TTT T F 


最 后 两 列 的 值 完 全 相反 ， 因 此 ， 
X &-YvZeq.- (-Xv(Y&-Z)) 
没有 专门 的 “ 卉 或 ?运算 符 ， 但 是 可 以 采用 下 面 的 公 却 实现 这 个 运 


(X v Y) & - (X & Y) 
M P TREES] CAEDE n] EVE dax fe S] ETE RE 


XYXvYX &Y (X v Y)& -(X & Y) 


FF F F F 
FI T F T 
TF T F T 
TT I T F 


ER S XAYIS ARNT, “Fake SRN TBS RRA 

如 果 把 德 :摩根 定律 应 用 到 “ 寞 或 ”的 后 半 个 表达 式 上 ， 可 以 得 到 

(X v Y) & (-X v -Y) 

你 可 能 更 豆 欢 这 种 对 称 的 表达 形式 。 

计算 机 电路 使 用 异 或 运算 计算 两 个 二 进 制 数位 的 加 法 ， 并 使 用 合 取 
As mtr. L8 

Bo 71s RA RE, UNIS. TREY JEX > YifE*X25 
WYER EXNER, MYJER”. Weer, Re AEA SU gÉie ANY 
真 值 表 时 ， 会 产生 “这 里 有 点 儿 错 ”的 反应 。 


XYX5Y 
FF T 
FI T 
TF F 
Il T 


前 两 条 看 上 去 很 奇怪 。 如 果 X 为 假 ， 为 什么 无 论 Y 的 值 是 真是 
Bo X> YWER? 一 种 理解 的 方法 是 ， 首 先 假 设 X YNA. W 
果 X YY 为 真 ， 并 且 X 为 真 ， 那 么 Y 一 定 为 真 。 然 而 ， 如 果 X 的 值 不 为 真 ， 
那么 讨论 Y 的 值 有 什么 意义 呢 ? 一 点 意义 都 没有 。 了 可 以 是 任意 值 。 这 束 
是 为 什么 X 为 假 的 时 候 ， 无 论 Y 的 值 为 何 ，X_,Y 都 为 真 的 原因 。 


看 看 这 个 命题 : “如果 天 下 雨 ， 那 么 水 汽 凝 结 。” 如 果 天 在 下 雨 ， 那 
么 这 个 命题 为 中 ;如果 天 没有 下 雨 ， 这 个 命题 也 为 真 。 议 命题 只 有 在 天 
下 雨 ， 而 水 汽 又 没有 凝结 的 时 候 才 为 假 。 

BN POE se Hs ey ABZ I TOL BR ZR APS AY 7c ee ET 
CALEB XS AE, WR Bee POKHESSuESü LAR NL, 
we AY EAE ZR ERST ILA ASA 

级 涵 不 满足 交换 律 和 结合 律 。 然 而 ， 

从 => Y eq. -Y 5 -X 
JA RSS Sal A ciel. UNRATE FN, MARZJE. WRK 
有 打倒， 那么 肯定 没有 下 雨 。 强 涵 和 析 取 之 间 有 一 个 简单 的 天 系 : 
X 一 了 eq.-XVY 
换 句 话说 ， 如 果 X 为 假 ， 或 者 Y 为 真 ， 那 么 X YAR. WE. tup 
用 合 取 运算 来 表示 强 洱 |: 
X 5 Yeq. - (X & -Y) 


APR EIER SHY Ace EE XS Se ^I ipe Gr pono IB A Xe ani | RET 
AEM —^ 88 n] DBE ae PE Sr ERU s 
X&Y=X 
X&Y^Y 
(AIARA v5 58) fis SOR CIN AI") 运算 ， 
JF ALA — P BGR TKA: 


XYX~Y 
FF T 
FI F 
TF F 
Il EFL 


X~TY 为 真 ， 当 且 仅 当 X 和 Y 的 真 值 相 同 。 图 元 在 其 论文 中 没有 使 用 
这 个 双 条 件 运算 。 然 而 ， 它 等 价 于 两 个 方 回 相 反 的 编 渭 式 的 合 取 式 ， 这 
一 结论 是 有 意义 的 。 

X ^ Y eq. (X Y)&(Y > X) 


TIR RT IRURE BI SD A IR EAR MN, BARAAT>TAR 
(我 们 都 认可 ) JP HE RANE CXS AE) 时 它 才 能 起 作用 。 同 
FE, T2 FAF- THREUD. PTAA RT -FUA AEA 
REF- TUWA. KUER S ANS ST] REK A ETE. 

假设 我 给 出 如 下 的 命题 : 


XVYv(-X &-Y) 
你 能 告诉 我 什么 ? 为 真 还 是 为 假 ? 你 可 能 会 拒绝 说 ， 除 非 你 知道 X 和 了 Y 的 
值 ， 否 则 判定 不 了 这 个 命题 的 真 假 。 接 着 ， 我 会 建议 你 建立 一 个 真 值 表 
来 检测 所 有 XX 和 Y 的 值 的 组 合 。 这 个 表 如 下 : 


XYXvYv(-X & -Y) 


PE T 
FI T 
IF T 
TT T 


TOVEXMIY SS HIAR, AAMEN. RATIER E ED fig te 1 f 
重 言 陈 ， 或 者 说 它 是 永 真 的 。 永 真 命题 在 数理 乾 辑 中 很 受 欢 迎 ， 因 为 无 
论 里 个 命题 的 真 值 为 何 ， 它 们 的 值 忠 为 真 。 

我 们 来 看 看 万 一 类 命题 : 


XYX&Y&-X 

FF F 

FT F 

IF F 

TT F 
AAA, BK ALM MCI ER. ERRET ENRETA 

x TA ET ERA ES. 
下 面 是 第 三 个 例子 : 


X Y X v (Y & -Y) 


F F F 
FT F 
IF T: 
TT T 


这 个 命题 的 值 随 看 X 和 Y 真 值 的 变化 ， 有 时 为 真 ， 有 时 为 假 。 我 们 称 
这 闫 命题 为 可 满足 式 ， 指 在 原子 命题 上 趴 值 的 东 种 组 合 情 况 下 ， 这 关 命 题 
HY) Se n] ELS I. 


KAEMA CHEST) 也 被 认为 是 可 满足 的 。 一 个 命题 永 真 当 且 仪 当 
这 个 命题 的 否定 是 不 可 满足 的 。 

对 任意 一 个 命题 ， 我 们 都 可 以 使 用 真 值 表 来 判断 它 是 重 言 式 、 政 盾 
式 或 者 只 是 可 满足 式 。 求 真 值 表 的 过 程 是 机 械 的 ， 它 不 需要 任何 特别 的 
赤 感 、 洞 察 力 或 直觉。 如 果 你 是 一 个 计算 机 程序 员 ， 很 容易 束 可 以 想到 
编写 一 段 程序 ， 读 取 命 题 逻 辑 中 的 一 个 命题 ， 计 算 它 ， 然 后 输出 词 
iB“ Sr”. “A Ja? Bo) AE. 

FET IX JRA, Feta ae AY AE. FREE 
一 个 判定 步骤 ， 来 判定 命题 逻辑 的 任 一 命题 的 正确 性 或 可 满足 性 。 

换 名 话说， 命题 演算 的 判定 性 问题 已 经 解决 了 ， 今 天 我 们 都 可 以 早 
点 结束 工作 回 家 体 妃 了 。 

但 这 并 不 能 说 明 ， 真 值 表 总 是 可 行 的 。 假 设 一 个 命题 中 包含 100 个 
METE, HEKMAN KIZ”, B iE 
1267650600228229401496703205376， 约 103， 这 是 一 个 非常 大 的 数 。 即 
使 使 用 未 来 处 理 一 行 仅 需 一 纳 秒 〈 一 秒 的 十 亿 分 之 一 ， 也 即 光 传播 约 一 
英尺 所 需 的 时 间 〉 的 计算 机 ， 处 理 整 个 真 值 表 的 时 间 也 将 长 达 38 万 亿 
年 ， 大 约 相 当 于 宇宙 当前 年 龄 的 3000 倍 。 

有 一 个 好 消息 : 如 果 你 把 命题 限制 到 55 个 命题 变量 ， 仍 然 做 到 一 纳 
秒 处 理 一 行 ， 那 么 整个 处 理 过 程 只 需 一 年 的 时 间 。 每 增加 一 个 新 的 变量 
都 会 让 处 理 时 间 加 倍 。 在 可 计算 性 和 复杂 性 理论 中 ， 处 理 真 值 表 的 计算 
时 间 是 指数 级 的 ， 因 为 它 与 问题 大 小 成 指数 相关 。 

由 于 这 些 原 因 ， 在 判定 命题 迎 辑 中 命题 真 假 时 ， 解 法 比 真 值 表 更 有 
价值 。 这 些 技术 通 稍 包括 把 命题 表示 成 范式 ， 这 些 范 式 可 以 是 奉 干 个 变 
元 构成 的 析 取 项 的 合 取 ， 或 者 是 硅 干 个 变 元 构成 的 合 取 项 的 析 取 。 

这 束 结 束 了 我 对 于 命题 逻辑 的 匆匆 的 概述 。 我 们 必须 继续 讨论 下 
去 ， 因 为 命题 逻辑 对 于 许多 日 的 而 言 还 不 够 充分 。 它 的 最 大 问题 束 是 ， 
我 们 一 直 在 处 理 整 句 的 陈述 命题 ， 而 不 能 把 不 同 命题 的 本 质 联系 起 来 。 
命题 馆 辑 不 能 成 功 地 分 析 亚 里 士 多 德 的 三 段 论 〈“ 所 有 的 人 都 是 凡人 : 
苏 格 拉 底 是 一 个 人 ; 因此 ......”) 和 刘易斯 : 卡 罗 尔 设想 的 简单 的 连锁 推 
理 (“ 爱 吃 鱼 的 猛 痢 是 可 驯 的 ， 没有 尾巴 的 狂 都 不 和 大 猩猩 一 起 玩 ， 有 
HHA J Ap eZ A, ANA VIA AE ARAL; 4 AZM A Fe; 


通过 引入 命 三 函数 或 谓词 图 灵 喜 欢 使 用 前 者 ， 如 今后 者 更 流行 ， 
我 将 交 蔡 使 用 这 两 个 术语 ) ， 可 以 使 逻辑 的 力量 更 加 强大 。 谓 词 这 个 术 
语 出 自 于 语法 ， 从 语法 的 角度 看 ， 可 以 把 一 个 句子 分 成 主语 和 谓语 。 例 
如 ， 在 “警察 说 出 了 大 实话 "这 句 话 中 ， 主 语 是 “警察 "， 谓 语 是 “说 出 了 
大 实话 ”。 


5| Agi ze de ip eu ERNA E EE — 26. BERIE 
时 使 用 请 词 ， 部 是 想 把 目 己 限制 在 一 个 特定 的 域 或 电 体 中 。 在 现实 生活 
由， 这 个 域 通常 是 指 日 然 数 ， 把 其 中 的 个 体 作为 请 词 的 参数 。 
在 《布尔 伯 特 和 阿 殉 受 》 中 《图 郝 论 文中 也 是 ) ， 谓 词 看 起 来 很 像 
图 数 ， 但 它 的 取 值 只 有 真 和 假 。 我 喜欢 用 整个 单词 或 多 个 单词 来 命名 谓 
词 ， 比 如 IsPrime。 谓 词 TPrime 的 域 是 由 目 然 数组 成 的 ， 因 此 IsSPrime(7) 
的 值 为 真 ，ISPrime(9) 的 值 为 假 。 可 以 用 小 号 字母 表示 这 个 域 中 的 个 
体 ， 作 为 变量 使 用 ， 如 ISPrime(x)。 
谓词 可 以 包含 多 个 参数 。 假 设 现在 的 域 是 由 你 的 朋友 组 成 的 ， 他 们 
每 个 人 都 有 独一无二 的 名 字 。 当 某 x 爱 上 某 y， 谓 词 Loves(x y) 为 真 。 例 
如 ，Loves(Pat, Terry) 与 命题 “Pat 爱 上 Terry” 相 同 。 有 些 谓词 中 的 参数 是 
可 以 交换 的 ， 不 过 这 个 命题 的 谓词 不 能 交换 ， 因 此 Loves(Pat, Terry) #1 
Loves(Terry, Pat) 不 同 。 
我 们 可 以 使 用 与 命题 刀 辑 中 相同 的 连接 词 来 连接 谓词 。 如 末 他 们 委 
此 相爱 ， 则 下 面 的 命题 : 
Loves(Pat, Terry) & Loves(Terry, Pat) 
为 真 。 如 来 他 们 的 感情 无论 是 什么 样 的 感情 ) 是 相互 的 ， 则 命题 
Loves(Pat, Terry) ~ Loves(Terry, Pat) 
为 真 。 


下 面 这 个 命题 又 是 什么 意思 呢 ? 
Loves(x, Pat) 
PAW ERA seein. UIRGO PaaS, RAJE EAR 
测 ， 它 表示 每 个 人 都 爱 Pat， 也 有 可 能 是 至 少 有 某 个 人 爱 Pat。 
为 了 避免 这 样 的 二 义 性 ， 我 们 必须 同时 引入 两 个 量词 (quantifier, 
图 灵 称 之 为 quantors) 。 第 一 个 是 全 称 量词 ， 它 由 置 于 谓词 前 、 括 在 括 
号 里 的 变量 组 成 ， 形 式 如 下 : 
(x)Loves(x, Pat) 
括号 中 的 x 表示 “对 于 所 有 的 x”。 如 果 “ 对 于 所 有 的 x，x 部 爱 Pat*”， 那 么 上 
式 为 真 ， 也 就 是 每 个 人 都 爱 Pat 时 ， 命 司 为 大。 如 果 Pat 爱 每 一 个 人 ， 那 


LAR 
(x)Loves(Pat, x) 
JJ. RMA S EHI SUN RS EUM. AL GBORAIBURERIS và 5E ) 
以 及 图 元 的 论文 中 都 没有 采用 这 种 记号 。 
第 二 种 量词 是 存在 量词 ， 可 以 翻译 为 “存在 ”>。《 锅 尔 伯 特 和 阿 元 
受 》 中 使 用 一 个 正规 的 字母 E 来 表示 存在 量词 ， 不 过 图 灵 更 豆 欢 使 用 较 


KTE ILKIN I . 例如， 


x)Loves(x, Terry) 

KRITER — Ax, xZTery”, REWENA Terry, BDA— 
MIXERIA WHANA zE Terry. 

EME C EARM E PEREA R) 中 ， 量 词 
H FARMER AANA ANENE E. EME CBN) CHE) F, RE 
ig] AY EM rin e RA ee. ARNE SC Ri ke — Bre 4 

GRRE TAREE cE NS AR AS, IS DE EC RE RE AN A 
合 取 式 ， 而 把 存在 量词 表示 成 一 个 析 取 式 。 例 如 ， 假 设 我 们 的 总 体 由 
Pat、Terry 和 Kim 组 成 ， 则 下 式 


(x)Loves(Kim, x) 
等 价 于 如 下 的 合 取 式 : 
Loves(Kim, Pat) & Loves(Kim, Terry) & Loves(Kim, Kim) 
所 有 的 个 体 谓词 必须 都 为 真 时 ， 整 个 命题 的 信 才 为 真 。 公 邢 


( x)Loves(Kim, x) 
SEDIT: 
Loves(Kim, Pat) v Loves(Kim, Terry) v Loves(Kim, Kim) 

REEMA AR, Wn] DERE an UTI TEL Ce 

回 息 一 下 德 :摩根 定律 的 对 偶 性 ， 并 把 它 应 用 到 这 两 个 公 却 中 ， 你 
驶 会 肥 现 ， 当 引入 谷 定 命题 时 ， 全 称 量词 和 存在 量词 彼此 可 以 相互 转 
换 ， 你 不 必 对 此 过 分 惊讶 。 人 例如， 如果 不是 每 个 人 都 爱 Terry， 那 么 下 
面 两 个 等 价 的 公式 均 为 真 : 


- (x)Loves(x, Terry) eq. ( x)-Loves(x, Terry) 
如 果 没 有 人 爱 Terry， 则 下 和 面 的 两 个 公式 均 为 真 : 


(x) -Loves(x, Terry) eq. - ( x) Loves(x, Terry) 
类 似 地 ， 


(x) Loves(x, Terry) eq. - ( x) -Loves(x, Terry) 


右边 的 公式 可 以 解释 成 :“ 不 存在 有 人 不 爱 Terry 的 情况 。” 与 此 类 似 ， 


( x) Loves(x, Terry) eq. - (x) -Loves(x, Terry) 

mse, AFERA A Terry la. 

FRB CE ZR RT SR IT BZ OR Yt (1839—19140 EHRE E] 
理论 的 时 候 ， 使 用 符号 并 《〈 通 钊 与 求 和 相关 ) 表示 存在 量词 ， 使 用 
II《〈 通 钊 与 求 乘 积 相 关 ) FPS RENAE]. RHEE AN TE IRA 
了 闷 辑 和 二 进 制 运算 之 间 的 联系 。 

由 于 这 些 公式 中 使 用 到 的 x 都 秘 某 个 量词 修饰 ， 因 此 称 之 为 约束 变 
量 ， 其 作用 相当 于 可 变 的 函数 参数 。 任 何不 是 全 称 量词 或 存在 量词 一 部 
AT HI AE ERE H 由 变量 。 在 下 面 的 公式 中 ，x 古 约束 变量 ，y 征 目 由 变 


E 
E x)Loves(x, y) 


READ SAMS AHS, H AREMA RE S il ze n] UU 
的 。 例 如， 我 们 可 以 把 先前 公式 中 的 x 改 成 z: 


z)Loves(z, y) 
这 个 公式 与 之 前 的 公式 表达 完全 相同 的 意 轧 ， 但 是 ， 我 们 不 能 把 这 个 约 
束 变 量变 成 y， 因 为 y 会 与 目 由 变量 的 y 冲 突 ， 改 变 后 它 将 变 得 完全 不 


[E] 
同一 个 公式 中 不 能 包含 两 个 命名 相同 的 约束 变量 和 目 由 变量 。 我 们 
把 一 阶 馆 辑 中 不 包 舍 任何 目 由 变量 的 公式 称 作 命题 。 使 用 "命题 ”一 词 来 
搬 述 包含 自由 变量 的 公式 古人 不 恰当 的 。 
约束 变量 是 有 作用 范围 的 ， 通 前 用 括 所 来 指示 。 在 下 面 的 命题 
中 ，x 受 约束 于 括号 中 的 整个 表达 式 泡 围 : 
(x)[Loves(x, Kim) & Loves(x, Pat)| 
注 症 ， 这 里 使 用 的 古方 括 写 而 不 是 圆 括 号 ， 只 是 为 了 使 得 整个 语句 可 读 
性 更 强 。 这 个 命题 的 意思 是 : 每 个 人 都 爱 Kimn 和 Pat。 和 它 和 
(x)Loves(x, Kim) & (x) Loves(x, Pat) 
意思 相同 。 现 在 ， 这 两 个 约束 变量 相互 独立 ， 可 以 改变 其 中 一 个 的 名 
子 : 
(y) Loves(y, Kim) & (x) Loves(x, Pat) 
如 果 某 个 人 既 爱 Kim 又 爱 Pat， 那 么 命题 


( X)| Loves(x, Kim) & Loves(x, Pat)] 
WEA. PAT, BAREIS SIT, RSLS e 


E X) Loves(x, Kim) & ( X) Loves(x, Pat) 
ME, WREDA ŽKM, JPHOHOETOAOÉPat Wd JE, ix^ 
人 未 必 是 同一 个 人 。 
现在 把 前 面 几 个 公式 中 的 合 取 蔡 换 成 析 取 : 
(x)[ Loves(x, Kim) v Loves(x, Pat)] 
如 果 每 个 人 或 者 爱 Kim， 或 者 爱 Pat (或 者 既 爱 Kim 也 爱 Pat) ， 则 该 命题 
的 值 为 真 。 如 果 Terry 爱 Kim 但 不 爱 Pat， 或 者 Terry 爱 Pat 但 不 爱 Kim， 命 
题 也 均 为 真 。 把 两 个 谓词 分 开 以 后 ， 命 题 的 意思 会 肥 生 变化 : 
(x) Loves(x, Kim) v (x) Loves(x, Pat) 
只 有 当 每 个 人 都 爱 Kim， 或 者 每 个 人 都 爱 Pat， 或 者 每 个 人 都 爱 这 两 个 人 
HUI E, MATNA. 
下 面 是 一 个 把 存在 量词 应 用 到 析 取 式 中 的 例子 : 


( x)[ Loves(x, Kim) v Loves(x, Pat)]| 
它 表 示人 存在 茶 个 人 爱 Kim， 或 爱 Pat， 或 者 同时 爱 这 两 个 人 。 把 这 两 个 谓 
间 分 开 后 ， 命 题 的 意思 保持 不 变 : 


x)Loves(x, Kim) v ( x) Loves(x, Pat) 
BEI TARAS SR AE A PT Ua eK FERRI, A 
ER, aŒ EXPIAR. AARRE: 
(X)JA(x) > A(a) 
ARCA] 1] E CE ATA ZUR ASL, BBA ETE RE MAIN EY 
为 真 。 第 二 个 天 系 如 下 : 


A(a) 一 人 x)A(x) 
儿 个 量词 可 以 一 起 使 用 。 例 如 ， 


x)(y)Loves(x, y) 
它 表 达 的 意思 与 把 量词 按 如 下 方法 组 织 在 一 起 所 表达 的 意思 相同 : 


E ( x)[(y)Loves(x, y)] | 
如 果 存 在 某 个 人 爱 所 有 的 人 ， 则 该 命题 为 真 。 改 变量 词 的 顺序 ， 表 达 的 
意思 束 不 大 一 样 了 : 


(y) ( x) Loves(x, y) 
AUR REA BART ANE, RU i UAE, HAR lh A. Bl 
如 ， 如 果 Kim 爱 Kim，Terry 爱 Terry， 但 是 他 们 彼此 不 相爱 ， 则 ， 


= 


(y) ( x) Loves(x, y) 
AB, (HÀ. 


x)(y)Loves(x, y) 
为 假 。 然 而 ， 如 果 以 存在 量词 开头 的 命题 为 真 ， 那 么 另 一 个 以 全 称 量词 
开头 的 命题 也 为 真 。 你 在 本 章 开头 看 到 的 《数学 原理 》 中 的 定理 *11.26 
里 就 包含 了 这 个 关系 : 

*11-26.F: (Ax) : ().9(x. y) :2: (y) : (7).0(x,y) 

其 中 g(x 是 谓词 。 图 灵 采 用 的 记号 为 : 
OWOx, y) > (V(r) OQ, y) 

当 公式 中 出 现 一 连 串 全 称 量 词 时 ， 可 以 任意 改变 它们 的 顺序 ， 而 不 
会 影响 公式 的 含义 。 对 于 存在 量词 也 是 如 此 。 (可 以 把 命题 转换 成 复合 
合 取 或 析 取 形式 来 证 明 这 个 结论 。) 然而 ， 一 般 来 说 ， 改 变 一 连 串 交替 
出 现 的 全 称 量词 和 存在 量词 的 顺序 会 导致 公式 含义 的 变化 。 

正如 命题 迎 辑 中 一 样 ， 在 不 考虑 域 和 谓词 的 含义 的 情况 下 ， 可 以 计 
HARK. At 

(x)LF(x) v -F(x)] 


EKR, ATC ve TAURI fo ER SUPE MAA, AASV KIA 
真 。 然 而 ， 下 和 面 这 个 公式 不 可 能 为 真 : 

= X)(F'(x) & -F(x)) 
我 们 称 这 样 的 公式 是 可 驳 的 。 还 有 其 他 介 于 两 者 之 则 的 公式 。 下 面 是 个 
简单 的 例子 : 


WE) 
很 容易 为 x 想到 一 个 定义 域 和 函数 F， 使 式 了 于 为 真 。 例 如 ， 假 设 这 个 域 由 
自然 数组 成 ，F 表 示 “ 大 于 或 等 于 零 ”。 定 义 一 个 域 和 函数 使 得 式 子 为 假 
同样 很 容易 。 例 如 ， 假 设 参 数 是 系数 时 FF 返回 具 。 这 样 的 公式 可 以 称 古 
可 满足 的 ， 因 为 在 东 些 解释 下 它 的 全 为 其 。 
正确 性 和 可 满足 性 是 同一 个 问题 的 两 个 相对 面 ， 因 为 它们 的 概念 是 
相关 的 : 一 个 命题 或 者 是 可 满足 的 ， 或 者 是 可 驳 的 。 如 朱 一 个 命题 


y) > y , = y) 

y EH, WEHE ERLA E) o WR OT eA HE 
| EMEN JL. 

的 但 并 不 正确 ， 则 - 一 ”同样 也 是 可 满足 的 但 不 是 可 驭 的 。 ~ 是 有 效 


y) 
的 当 且 仅 当 - 全 ”不 是 可 满足 的 。 

正确 性 和 可 满足 性 这 两 个 词 有 时 会 同 数理 逻辑 的 语义 方法 相 结 合 ， 
之 所 以 这 样 称呼 这 些 方法 ， 因 为 它们 给 出 了 所 涉及 命题 的 真实 含义 。 

数理 逻辑 的 为 一 种 研究 方法 从 本 质 上 说 是 句法 方法 。 从 公理 开始 推 
导 定 理 ， 称 这 些 定理 是 可 证 的 ， 因 为 它们 是 公理 的 结 末 。 采 用 这 种 句法 
方法 处 理光 辑 问 题 ， 我 们 束 不 必 罕 扯 那 些 有 麻烦 的 (可 能 是 形 而 上 竺 
的 )“ 什 么 是 芮 ”的 概念 。 

《布尔 但 符 和 阿 殉 曼 》 为 命 感 逻辑 陈述 了 四 条 显而易见 的 公理 ， 它 
们 出 目 《 数 学 原理 》: 

(a) XVX > X 

()XvY > YvX 

FSP A E A EDO RT AT ZR UR, HEU A BFE & YENI - CX 
v-Y)HjAg JEN, Bus np WE EVA BS BH 

TME, CAR TARE Be] oe) CAS PR ZS LOY 
于 任意 谓词 FF， 下 面 的 命题 都 可 以 看 成 是 公理 : 

(e) G)F(x) ^. FO) 


(f) FO) > C x) FQ) 
除了 公理 ， 还 有 下 面 这 些 从 原始 命题 得 到 复杂 命题 的 规则 。 
1. tk: 在 避免 约束 变量 和 目 由 变量 相 冲突 的 情况 下 ， 可 以 用 一 个 


DDR RP 89 ES s CA ETE ARAE ra steno 
都 可 以 改变 ; AY DEA ARRIR EA tl 
H 


2. FI: 如 果 公 式 YI AH, FHEAR V| X) ss, 则 
N 
N NE. 

BANERA 2 FERE (modus ponens) , "E LEXE BU 
的 ， 但 是 事实 上 ， 它 必须 是 公理 。 你 不 能 推导 出 它 。 如 果 你 非得 认为 你 
能 做 到 ， 屠 么 可 以 看 看 刘 另 斯 - 卡 罗 尔 的 短文 《 龟 对 阿 基 里 斯 说 了 从 
A) o 

我 们 可 以 把 任何 从 这 六 条 公理 和 两 条 规则 中 推导 出 来 的 公式 都 称 作 
定理 。 推 导 过 程 本 映 称 为 证 明 。 证 明 得 出 的 公式 称 为 是 可 证 明 的 。 一 条 
定理 即 为 一 个 可 证 明 的 公式 。 


N 

例如 ， 如 果 YI 和 X 都 是 定理 ， 则 根据 公理 (c) 和 规则 (1)， 我 们 

可 以 说 
Av $5 2 $5 vA 
是 可 证 明 的 ， 因 此 它 是 一 个 定理 。 

这 些 规 则 的 应 用 方式 有 两 种 :从 公理 开始 ， 然 后 使 用 规则 推导 定 
HE, 或 者 从 一 个 公式 开始 ， 使 用 规则 把 它 转化 成 一 个 公理 ， 这 种 情况 下 
束 可 以 证 明 这 个 公式 是 一 个 定理 。 本 章 开头 讨论 的 目 动 证 明 程 序 束 是 从 
《数学 原理 》 的 定理 出 发 ， 然 后 通过 应 用 公理 和 蔡 换 规则 ， 最 后 把 它们 
划 归 为 公理 的 。 

可 以 看 到 ， 和 希 尔 伯 特 将 数学 形式 化 ， 就 像 是 把 它 归 纳 为 符号 操作 的 
机 械 过程 。 这 对 享 利 : 庞 加 莱 (1854—1912) 来 说 是 很 显然 的 。 庞 加 莱 
写 道 : “想象 这 样 一 台 机 器 ， 我 们 从 一 边 输 入 公理 ， 然 后 从 另 一 边 得 到 
SO PON. VOUS UM TUN 


你 甚至 可 以 用 系统 化 的 方式 机 械 地 列举 出 所 有 的 定理 。 从 公理 出 
及 ， 可 以 把 它 扩 展 为 任意 数目 的 命题 变量 和 谓词 ， 然 后 在 每 一 种 可 能 的 
组 合 情 况 下 应 用 将 换 和 级 闻 规 则 。 

根据 定义 ， 定 理 惑 是 可 以 从 公理 推 寻 出 来 的 公式 ， 因 此 这 种 定理 的 
枚 举 方法 可 以 产生 所 有 可 能 的 定理 。 这 里 就 出 现 了 一 个 问题 : 这 些 定理 
和 水 其 的 公式 相同 吗 ? 或 者 ， 可 能 存在 个 能 从 公理 推导 出 的 水 真 公式 


Ji ? 

EA AIMARA v, SR) RA A FPR ORE RE TE RF 1929 
TE FETE EM (RP eR SE PED CB. HRE Be 
He JT UNIS XT IRL ERSAK AR, GJS FE19305F GEH R BC 
ASE sere TE) VA SCAR GEL ARR e 

FER TEAR CH, AMT Ze Ae SET DE 28 SH Ee ZK LEN s 2K 
PEI PRA RY SE TE, XDESASSDKDUETR EE. nie unge. BE— 
^N 7K LEN A X aee A EBA EN © A DAE A ERR FE TE HY T AE 
X, HUBS. BITE AR VE SCN el H eB SSE TE” s nj e^ HI TE 8r LEXE FEE 
UA BE FR Site 5 WJ (4 21 A By oe) A AGBS TH DR 
Heth B A EARS, XTA h AE PNY BE PS RC fip KR ht ne ES 


Jj. 
可 以 设想 ， 定 理 的 枚 举 和 哥 德 尔 的 完备 性 定理 为 一 阶 逻 辑 的 判定 过 


YI 


程 提供 了 依据 。 例 如 ， 假 设 你 想 判 定 公 式 是 任 是 可 证 明 的 ， 可 以 


emo YL somes 9| 
HIHA WE, FFA ENS 7 AER. PAT, UR T 是 不 
PUERI, PRAIA Te BU VE BC, tL AN RATE AINA ROR 
你 一 定 想 到 了 更 聪明 的 做 法 : 列举 所 有 的 定理 ， 然 后 把 每 个 定理 及 


9) Q) 
其 否定 式 和 y| 进行 比较 (或 者 把 每 个 定理 同时 与 y| MEREEN 


Q) 
ETT EKA). (Hé, BERRA BE PRUE BY CAFR BIC, ALA y| 
AAEM Me EA, To AE KERRY. Alt, SET MUSAE 


Qi 9 
过 程 称 为 半 可 判定 的 。 只 有 当 你 预先 知道 y| 或 y| XE TK ELI TR, 
这 类 过 程 才 能 成 功 地 得 到 结论 。 甚 至 在 哥 德 尔 发 表 了 1930 年 的 论文 之 
后 ， 一 阶 人 好 辑 的 判定 性 问题 仍然 是 个 未 解决 的 问题 。 

1931 年 ， 哥 德尔 发 表 了 更 著名 的 论文 ， 涉 及 一 阶 逻 辑 在 基本 算术 中 
的 应 用 一 一 加 和 乘 。 使 用 这 种 算术 ， 哥 德尔 能 够 把 一 个 数 与 每 个 公式 和 
每 个 证 明 都 联系 起 来 。 他 还 为 “可 证 明 ” 构 造 了 一 个 名 为 Bew-aL 的 谓 
词 ， 并 把 这 个 谓词 应 用 到 其 否定 式 的 哥 德 尔 数 中 ， 得 到 断定 目 身 不 可 证 
HAY ZS Xo 

因此 ， 在 支持 基本 算术 的 逻辑 系统 中 ， 构 造 出 既 不 是 可 证 明 的 又 不 


是 不 可 证 明 的 命题 是 可 能 的 。 尽 管 这 一 理论 后 来 称 为 哥 德 尔 不 完备 性 定 
理 ， 但 那 篇 论文 的 题目 其 实 是 《 论 “ 数 学 原理 ?及 其 相关 系统 的 形式 不 可 
HERI) cH. 标题 指 的 个 是 完 性 或 不 完备 性 ， 而 是 不 可 判定 命 
题 。 

哥 德 尔 的 不 完备 性 理论 对 通用 判定 过 程 是 毁灭 性 的 打击 吗 ? 也 不 一 
定 ， 尺 管 与 1930 年 相 比 ， 在 1931 年 ， 这 个 通用 判定 过 程 确实 看 上 去 更 加 
不 可 能 存在 了 。 哥 德尔 的 不 完备 性 定理 是 关于 不 可 判定 命题 的 ， 而 判定 
性 问题 关心 的 是 ， 是 舍 存 在 通用 过 程 来 判定 某 个 给 定 公 式 的 可 证 明 性 。 
EP EEEE AE 
明 的 。 

证 明 《 数 学 原理 》 中 定理 的 早期 计算 机 程序 肯定 没有 采取 这 种 方 
法 ， 而 是 从 公理 出 发 ， 系 统 地 推导 出 所 有 可 证 明 的 公式 。 纽 龙 尔 一 西 寡 
一 肖 的 论文 将 这 种 方法 称 为 “大 瑞 博 物 馆 算法 ”， 如 此 称呼 古 因为 该 方法 
类 似 于 在 大 现 博 物 馆 中 检验 每 一 个 物品 ， 和 硕 望 发 现 你 确实 想 要 的 那 一 
件 。 在 这 种 暴力 方法 刚 一 提出 时 ， 这 些 早 期 的 研究 学 者 们 就 反对 它 ， 正 
如 马丁 : 戴 维 斯 所 说 的 : 


显然 ， 从 菏 个 逻辑 系统 的 公理 出 友 ， 在 所 有 可 能 的 方 回 上 壬 试 
系统 地 应 用 推 寻 规则 来 证 明 菏 些 “ 非 平 几 ”事物 ， 肯 定 会 市 来 巳 大 的 
ZH EXE. AL 
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计算 机 拥有 无 限 的 存储 空间 和 充裕 的 时 则 ， 因 此 他 可 以 尝试 其 他 更 多 担 
心 受 机 右 限 制 的 程序 员 们 所 不 敢 触 及 的 问题 。 

在 前 一 章 中 ， 我 在 第 9 节 “ 可 计算 数 的 范畴 ”的 中 间 部 分 停 了 下 来 。 
图 灵 在 第 9 节 开 始 束 要 我 们 相信 通过 他 的 机 器 进行 计算 的 数 包括 了 “所 有 
被 目 然 当做 可 以 计算 的 数字 ”( 图 灵 论 文 第 249 页 ， 本 书 第 176 页 )。 

然后 ， 图 灵 以 罗马 数字 I (表示 几 个 论点 中 的 第 一 个 ) 和 “类 型 
(a)”( 直 和 觉 的 引导 为 标题 开始 了 第 一 小 节 。 下 一 小 节 以 罗马 数字 II 
和 “类 型 (b)*” 开 头 ， 这 是 图 灵 的 第 二 个 论点 。“ 类 型 (b)“ 是 指 ” 两 种 定义 等 
价 的 证 明 ( 新 的 定义 有 更 多 的 直觉 成 分 )”。 

标题 后 的 一 句 话 有 三 个 脚注 。 第 一 个 只 是 阐明 他 要 论述 的 是 受 限 的 
谓词 演算 ， 也 就 是 我 们 所 说 的 一 阶 谓词 逻辑 。 和 暂时 忽略 第 二 个 脚注 ， 我 
们 会 尽快 讨论 它 。 


II. [Type (b)]. 
If the notation of the Hilbert functional calculus! is modified so as 


to be systematic, and so as to involve only a finite number of symbols, it 
C [/ 

becomes possible to construct an automatic* machine, ~ M , Which will 

find all the provable formulae of the calculus’. 





“The expression “the functional calculus” is used throughout to 
mean the restricted Hilbert functional calculus. 

* [t is most natural to construct first a choice machine ($ 2) to do 
this. But it is then easy to construct the required automatic machine. We 
can suppose that the choices are always choices between two 
possibilities 0 and 1. Each proof will then be determined by a sequence 
of choices i,, i,,..., i, (i; = 00r 1, i; = 00r 1, ..., i, = O or 1), and hence 
the number 2" + i,2"' + i,2"° + ... + i, completely determines the proof. 
The automatic machine carries out successively proof 1, proof 2, proof 
Danie 
3 The author has found a description of such a machine. 


II. [类 型 (b)] 
如 末 修 改 希 尔 伯 特 的 谓词 读 算 + 中 的 记 亏 ， 使 它们 系统 化 并 且 


GI 
Hb ECHIRBUITE S. PAMAT EE E AIWA K 用 来 
FTR TE n BE AY UE AA HY ZZ. 
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* fg AAW SH Le CM — FEL AS (82) 来 完成 这 个 
LYE, ARRAY WIRE DE AN ALAS So STE 
两 个 可 能 性 0 和 1 之 间 进 行 选 择 。 这 样 ， 每 个 证 明 都 由 一 个 选择 序 
Pili, i... i, 《i= 0 或 1 i,208K1,..., i 2091) 决定 ， 因 此 ， 数 27 + 
i2"! + i2"? .+ 了 怠 完 全 决定 了 证 明 。 目 动机 器 依次 执行 证 明 1、 
证 明 2、 证 明 3...... 

S 作者 发 现 了 对 这 样 一 台 机 占 的 摘 述 。 


CI 
我 相信 ， 图 灵 把 机 器 称 作 K 是 用 来 代表 德语 单词 Kalkti。 尽 管 这 
一 点 在 这 句 话 中 不 是 很 明显 ， 但 是 最 后 你 会 发 现 图 灵 描 述 的 是 一 个 大 英 


C [/ 

—X; — A 
ARMEEL PAPERS CEE ZS BF MEERES 
iH Vel Fis BEA SRI PE. WL ae HAT SESE LIU RP AE Ye EHP AT AY 
明 的 命题 。 

图 过 要 求 修 改 一 阶 锡 辑 的 记 亏 来 “使 它们 系统 化 "。 坚 无 锋 问 ， 我 们 
不 想 困扰 于 仪 仅 是 变量 名 称 或 个 必要 的 括 写 使 用 所 千 成 的 不同 命 题 间 的 
等 价 性 。 例 如 ， 下 面 的 三 个 命题 是 完全 相同 的 : 


(x)(3y)ó(x. y) 
(y)x)ó(Cy. x) 


ADIA, y) 
EIS BRIG TK ce BORG ee AX IS, FFE 
们 在 茶 个 特定 公式 中 出 现时 必须 壹 循 下 标的 数字 顺序 。 为 外 ， 括 写 只 有 
在 需要 调整 运算 顺序 时 才能 使 用 。 为 一 种 方法 ( 它 与 实际 机 此 中 采用 的 
方法 更 类 似 〉 是 把 公式 编码 成 前 级 形式 ， 这 样 束 没有 必要 使 用 括 气 ， 比 
如 户 卡 西 维 次 《1878 一 1956) 专门 为 命题 逸 辑 及 明 的 所 谓 的 流 兰 表示 


法 。 命 题 
Aj, n] EA f E: 
&vABvCD 


这 里 重要 的 是 ， 这 人 台 机 器 要 产生 所 有 可 证 明 的 公式 。 从 哥 德 尔 的 完 
I RI 
合 是 相同 的 。 

我 相信 ， 图 灵 在 试图 吸引 那些 其 论文 的 早期 读者 ， 他 们 可 能 对 图 灵 
的 机 器 可 以 计算 任意 复杂 上 度 的 实数 的 能 力 表 示 怀 疑 。1936 年 ， 人 们 对 一 


(A v B) & (C v D) 


CT/ 
MEEI PRERE E vL. MST FARE, naU M 看 上 
去 很 可 行 ， 它 确实 比 计算 实数 〈 如 10 的 7 次 方 根 ) 的 机 器 要 简单 很 多 。 


CL/ 
-— — on 
HRE, IR FER A Se, RREH E 1 
用 的 函数 里 已 经 有 所 体现 了 。 

这 一 句 中 的 第 二 个 脚注 一 一 以 “最 目 然 的 .………” 开 头 的 脚注 ， 其 实 看 
上 去 是 要 手 述 万 一 种 不 同 的 方法 ， 与 一 阶 逸 辑 相 比 ， 这 种 方法 更 适合 
命题 馆 辑 。 给 出 固定 数目 的 n 个 命题 变量 ， 你 可 以 构造 一 个 系统 来 产生 
所 有 由 这 些 变 量 和 过 辑 连 接 词 交 蔡 构 成 的 合式 公式 。 对 其 中 的 每 个 公 
式 ， 虱 可 以 使 用 真 值 表 方 法 来 判断 其 十 否 是 一 个 重 富 式 。 

如 朵 这 个 合式 公式 包含 n 个 命题 变量 ， 则 需要 2" 钦 测试 来 决定 它 是 
侍 是 正确 的 。 如 果 把 真 和 假 分 别 看 作 二 进 制 数学 0 和 1， 则 每 次 测试 部 与 
一 个 n 位 的 二 进 制 数 对 应 ， 该 二进制 数 中 的 每 一 位 都 表示 一 个 变量 的 其 
值 。 图 灵 脚 注 里 的 二 进 制 数 有 点 错误 ， 应 该 去 掉 开 头 的 2" 项 。 这 些 试验 
可 以 从 0 开始 编码 一 直到 n-1， 对 应 n 位 三 进 制 数 的 值 。 


CT 

seven ÜLe e mE EREN 
中 的 命题 ， 但 是 我 们 可 以 发 现 ， 无 论 何 时 需要 整数 ， 他 都 只 要 求 一 个 由 
非 负 整数 构成 的 有 限 的 域 。 他 从 来 不 要 求 一 个 无 限 的 域 ， 因 此 不 难 想 
ER RPM: PUTES 
方法 了 。 

把 目 然 数 引 入 一 阶 人 光 辑 系统 总 是 有 点 林 乱 ,但 是 如 果 要 把 这 个 逻辑 
应 用 到 数值 概念 中 ， 那 束 非 常 有 必要 了 了。 把 数字 合并 进 逻 辑 通 党 从 皮 亚 
诺 公 理 出 发 。 这 五 个 公理 来 自 1889 年 ， 朱 塞 佩 . 皮 亚 详 在 他 的 一 本 小 册 
子 《 算 术 原 理 : 一 种 新 的 方法 》- 世 中 提出 了 最 初 的 九条 公理 ， 皮 亚 话 
公理 就 是 从 这 些 公 理 中 提取 出 来 的 ， 它 的 提出 也 基于 了 理 查 德 : 戴 德 金 
1888 年 出 版 的 一 本 小 册子 《什么 是 数字 ， 什 么 应 该 是 数字 》 一 如 ， 

皮 亚 诺 公 理 是 围绕 “后 继 ” 概 念 建立 的 。“ 后 继 ” 就 是 直觉 上 一 个 数 后 
面 紧 跟 的 下 一 个 数 。 例 如 ，12 的 后 继 是 13。 皮 亚 诺 公理 保证 每 一 个 数 都 
有 一 个 后 继 ， 并 且 该 后 继 是 唯一 的 。 在 皮 亚 诺 的 构造 中 ， 只 有 一 个 数 不 
是 其 他 任何 一 个 数 的 后 继 ， 这 个 数 是 1。 不 过 现在 ， 一 上 般 情 况 下 我 们 定 
义 上 日 然 数 是 从 0 开始 的 。 

FB Ze ME VE S EB BOB A SR] PCS s 

1. 零 是 一 个 数 ; 

2. 每 个 数 部 有 一 个 后 继 ， 它 也 是 数 ; 

3. 零 不 是 任意 数 的 后 继 ; 

4. 后 继 数 相同 的 两 个 数 是 相等 的 ; 


5. FEX AAR, WMRE WEAR, FACE NAETAA 
MERE EM ZAM SAAR, Whiz ey PT wey AB. 

第 5 条 公理 通常 称 为 数学 归纳 原理 ， 它 是 很 多 涉及 卓然 数 的 数学 证 
明 的 基础 。 《在 后 两 草 中 ， 图 元 会 在 证 明 中 两 次 使 用 到 它 。) 人 然而， 用 
一 阶 馆 辑 语言 表达 归纳 法 是 有 问题 的 。 归 纳 法 是 二 阶 逻 辑 固有 的 概念 ， 
因为 它 必 须 适 用 于 所 有 包含 目 然 数 参 数 的 谓词 。 相 等 也 是 二 阶 馆 辑 的 概 
念 ， 这 正 是 逻辑 学 家 【及 网 灵 在 其 论文 中 ) 不 愿意 引入 在 两 个 参数 相等 
时 值 为 真 的 谓词 的 原因 。 

即使 在 一 阶地 辑 语言 中 表达 前 四 条 皮 亚 话 公 理 也 不 是 一 件 容易 的 
事 ， 而 且 《〈 正 如 你 将 看 到 的 ) 图 灵 的 表示 也 是 不 充分 的 。 这 个 问题 对 他 
的 证 明 或 结论 没有 什么 实际 影响 ， 不 过 它 确 实 令 人 不 安 。 

男 一 个 问题 涉及 日 然 数 本 里 的 表示 。 传 统 上 使 用 0, 1, 2, 3,... 的 奇特 
表示 方法 个 会 产生 这 个 问题 。 几 个 世纪 的 惯例 以 及 小 学 课程 的 强行 灌输 
告诉 我 们 ，12 的 后 继 束 是 13。 特 别 地 ， 如 果 我 们 构思 符号 操作 的 机 械 形 
式 ， 蝎 好 的 做 法 是 让 人 符 写 本 里 传达 “后 继 关 系 ” 的 概念 。 

在 《数学 基础 》“1934) 的 第 一 着 中 (图 灵 在 论文 中 引用 的 一 本 
E) ， 保 罗 : 贝 共 斯 使 用 “” 来 表示 一 个 数 是 男 一 个 数 的 后 继 。 例 如 ， 如 
果 a 是 一 个 数 ， 则 a' 表 示 该 数 的 后 继 ，a" 表 示 下 一 个 后 继 。 贝 奈 斯 还 使 用 
符号 0 来 表示 零 ， 此 时 ，0' 是 0 的 后 继 ，0" 是 再 下 一 个 后 继 。- 世 它 完 葛 
是 哪个 数字 呢 ? 只 需要 数 一 下 0 上 “” 的 个 数 就 可 以 知道 。 在 布尔 伯 特 及 
其 退 随 者 的 著作 中 ， 我 最 早 看 到 这 种 标注 方式 的 是 大 卫 : 希 尔 伯 特 1927 
ERRI KEERA o eL 

图 灵 没 有 完全 使 用 这 种 方式 。 显 然 ， 他 甚至 不 太 愿 意 使 用 符号 0， 
而 是 使 用 符号 u 表 示 第 一 个 目 然 数 。 (他 并 没有 交代 uu 究竟 是 0 还 是 1， 即 
使 这 很 重要 。 在 我 的 例子 中 ， 我 都 假设 uv 表示 0。) u 的 后 继 则 为 u"、u 
"Uu" 和 等。 在 表示 大 数 时 ， 这 种 记号 就 不 太 灵 活 了 ， 并 且 它 不 能 表示 如 n 
或 x 的 任意 数 。 受 到 《和 希 尔 伯 特 和 见 寻 斯》 的 启发， 图 灵 使 用 u 人 "表示 u 的 
RITE UPC Pr c 

个 数 。 

图 郝 定 义 了 一 个 命题 图 数 NOO， 当 x 为 非 负 整数 时 ， 访 函数 的 值 为 
真 。 如 果 我 们 总 是 把 上 自己 限制 在 非 负 人 整数 的 范围 内 ， 那 么 这 个 函数 对 我 
们 没有 任何 意义 ， 人 然而， 图 灵 发 现 可 以 使 用 它 表 示 皮 亚 旋 公理 。 

图 灵 还 定义 了 一 个 命题 函数 F(x, y)， 当 y 古 x 的 后 继 ， 或 者 用 普通 算 
NHA Jy =x +1 时 ， 访 六 数 的 值 为 真 。 记 住 ，F 并 没有 提供 或 计算 出 这 
a IN HUE T 
P, 大 io 

一 且 定 义 了 一 个 好 的 后 继 谓 词 〈 例 如 命名 为 Succ， 这 样 合 名 仅 仅 是 


为 了 和 图 未 定义 的 谓词 区 分 开 来 ) ， 并 且 为 数学 归纳 法 的 使 用 建立 了 一 
个 公理 ， 那 么 就 可 以 定义 一 个 名 为 Sum(x, y, z) 的 谓词 ， 当 z 的 值 与 x + yh 
值 相等 时 ， 这 个 谓词 的 值 为 真 。 这 个 谓词 sum 基于 以 下 三 条 公理 : 
(x)Sum(x, u, x) 
(x)Sum(u, x, x) 
(x)(y)(z)(r)(s)( Sum(x, y, z)&Succ(y, r)&Succ(z, s) 2 Sum(x, r, s)) 
HU DA SR 2S EXE XD EAE SAIS SE. RSA XE: 
如 果 x+y=zZ，r=y+1，sS=Z+1， 那 么 x+r=S。 
类 似 地 ， 可 以 定义 谓词 Product(x, y, z) Vll F: 
(x) Product (x, u, u) 
(x) Product (u, x, u) 
(x)(y)(z)(r)(s)( Product (x, y, Z) & Succ(y, r) & Sum(z, x, s) > Product (x, r, 
s)) 
HU PYAR PE MG SNPS, BREE: 如 果 x Xxy = 
Z, r=y+1, z+x=s, HAxxre=s. 
我 们 再 做 进一步 的 分 析 。 定 义 如 下 的 谓词 IsEven(x): 
(3) Product( y,u", x) 


QUAL EIR yi Ex =y x2, ASAIsEven(x) NH. IsOdd(x)5- 
IsEven(x) 相 同 。 我 们 已 经 有 有 了 在 够 多 的 请 词 ， 因 此 这 里 不 再 继续 定义 
T 


Now let a be a sequence, and let us denote by G (x) the proposition 


“The x-th figure of a is 1”, so that — G,(x) means “The x-th figure 
of ais 0”. 





The negation sign is written before an expression and not over 
it. 
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|| 
否定 符号 写 在 表达 式 的 前 面 ， 而 不 是 上 面 。 


上 面 的 脚注 表明 ， 图 未 采用 的 否定 记号 和 和 希 尔 们 特 的 不 同 。a 和 是 一 
个 夺 列 ， 这 个 序列 可 以 通过 设计 一 个 专用 机 右 按 第 规 计 算得 到 。 这 里 ， 
图 灵 建 议 我 们 根据 数字 1 或 0 来 对 应 建立 值 为 真 或 假 的 谓词 。 例 如 ， 第 6 
廊 中 得 到 的 对 应 于 2 的 平方 根 的 序列 以 
1011011010... 





J 
如 由 从 0 开始 对 每 一 位 上 的 数 进 行 编 号， 那么 G,(0) 的 值 为 有 捧 ，G,(1) 
的 值 为 假 ，G,(2) 的 值 为 大，G,(3) 的 值 为 真 ，G,(4) 的 值 为 假 ， 等 等 。 这 
个 谓词 好 像 很 复杂 。 图 元 例 I 中 机 娠 对 应 的 序列 要 简单 得 多 : 
0101010101... 
你 可 以 回想 起 这 个 序列 正 古 /3 的 二 进 制 等 价 形式 。 如 果 将 G,(%) 定 
义 为 ISOdd(x)， 则 插 述 这 个 序列 的 命题 函数 是 很 刹 时 的。 


Suppose further that we can find a set of properties which define 
the sequence a and which can be expressed in terms of G (x) and of the 
propositional functions N(x) meaning *x is a non-negative integer" and 
F(x, y) meaning “y = x + 1". 


进一步 假设 我 们 可 以 找到 一 组 性 质 来 定义 序列 w， 并 且 可 以 
用 G(x) 和 命题 函数 N(x)、 F(x, y) 来 表达 这 些 性 质 , 其 中 , N(x) 表 
示 “x 是 一 个 非 负 整数 ”?"，F(x, y) 表 示 y=x+1。 


图 灵 在 这 里 引入 的 两 个 谓词 将 在 论文 的 剩余 部 分 中 经 常用 到 。F 是 
一 个 后 继 函 数 ， 它 对 于 目 然 数 的 定义 很 重要 。 如 末 定 义 域 明确 限制 为 目 
然 效 ， 我 认为 不 需要 定义 函数 N。 

我 不 确定 图 元 所 说 的 “一 组 性 质 ? 指 的 是 什么 。 我 们 这 里 需要 的 古 能 
为 构成 G(x) 的 命题 函数 据 供 支 持 的 公理 。 在 我 给 出 的 价 里 例 了 于 中， 这些 


公理 包括 支持 谓词 Sum 和 Product 的 公理 。 


When we join all these formulae together conjunctively, we shall 


yy 


have a formula, ~Y say, which defines a. 


公 却 连接 起 来 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 定义 a 的 


Mihi o 


The terms of ™ | must include the necessary parts of the Peano 
axioms, VIZ., 


E u) N(u) & (x) (N(x) = E y) F(x, y)) & (F(x, y) ^. N(y)), 
which we will abbreviate to P. 


" y 的 项 中 必须 包含 及 亚 诈 公理 的 必要 条 件 ， 也 束 古 : 


一 


u)N(u)&(Qo)(N(x) >C y)Fosyy)&(C Gy) ^ NQ)) 
Ji COR ERAT Et SNEP. 


当然 ，P 指 的 是 及 亚 话 ， 它 是 三 个 项 的 合 取 式 。 第 一 项 表示 UV 在 在 ， 
第 二 项 的 含义 是 对 每 一 个 x 部 存在 一 个 y 是 它 的 后 继 ， 第 三 项 指 的 是 一 个 


DUN Jer SR tse — I BAB PATA EHS Aa RE TE, DOE 
Sale. CA AREA WAR) PNR CATR ASE) 给 出 
1 以 下 = 人 下: 


OCT yS, y) 


= 


( XJ) - SQ, x) 
(x)(V(T)(S)SO r) & SY, r) & SCs, x) > SCs, y) 
第 一 条 公理 声明 每 个 数 都 有 一 个 后 继 ， 第 二 条 的 台 义 是 存在 一 个 没 
有 后 继 的 数 ， 第 三 条 是 说 ， 如 果 r 是 x 和 y 的 后 继 ，x 是 s 的 后 继 ， 那 么 y 也 
是 s 的 后 继 。 第 三 条 公理 实质 上 确立 了 后 继 的 唯一 性 。 


When we say “ ^- | defines o”, we mean that 一 ^ | is not a 
provable formula, and also that, for each n, one of the following 
formulae (A, ) or 


(B,) is provable. 
A & F? + Gu”), 
(A, 
9| & F® > (—G,(u), (Bj), 


where F(? stands for F(u, u^) & F(u', u") & ... F(u(*9, u™). 





q A sequence of r primes is denoted by “. 


v BAT y) y Y y) 
"iWeb" S ELTE, EUR V ee 
AR, JEFOS SE An FHARR) IR — 4 Re RT EIE 
9| & FY — G,(u"), 
(A) 


A&F > (-G, (u")), (B,) 
H p EO F(u,u)&F(u'u")&...F(u'*" u), 


和 包含 r 个 “ ”的 序列 记 为 0 


公式 (A,) 上 的 脚注 是 指 ， 按 照 惯例 洒 用 插 写 中 舍 数 作为 上 标 ， 来 表 
示 包 含 相应 数目 的 “”“。 图 灵 在 其 后 继 孙 数 F 中 也 使 用 上 标 来 表示 后 继 也 
数 的 合 取 ， 后 继 函 数 实 际 上 是 说 ，1 是 0 的 后 继 ，2 是 1 的 后 继 ， 等 等 。 

图 元 采用 的 后 继 函 数 的 合 取 是 不 充分 的 ， 因 为 它 不 能 保证 这 些 后 继 
的 唯一 性 。 例 如 ，F(u' u”") 的 真 值 是 多 少 ? 我 们 无 法 得 知 它 是 假 的 。 一 
种 价 单 的 修正 方式 是 通过 包含 所 有 不 为 趴 的 后 继 谓词 的 否定 式 ， 如 -Fu 
,um 和 -Fu 由 ， 并 在 wo 处 停止 来 扩展 Fw (尽管 仍 是 有 限 的 ) 。 

这 里 的 n 指 的 是 位 数 ， 它 从 0 开始 逐个 变 大 。 从 0 位 ，1 位 ，2 位 ， 
a 逐 位 生成 上 序列。 每 一 位 的 计算 都 只 需要 有 限 数 目的 非 负 整数 ， 因 此 
公式 FW 是 有 限 个 项 的 合 取 。 然 而 ， 在 菜 些 情况 下 ， 公 式 可 能 需要 更 多 
的 整数 。 例 如 ， 对 于 第 0 位 ， 公 式 只 需要 u。 但 是 在 我 的 例子 中 ， 了 函数 
pes 因此 事实 上 ，F 的 上 标 应 该 是 2 和 n 中 较 大 的 那个 

进行 这 个 小 小 的 修正 后 ， 下 和 面 的 公式 都 将 是 可 证 明 的 : 


B, : A& FY — -IsOdd(u) 

A, : 3 & F^? > IsOdd(u’) 

B, :9 & F^ —-IsOdd(u^) 

A, : AK F? — IsOdd(u") 

B, :A& F” > —-IsOdd(u"^) 
A,:A&F > IsOdd(u ^) 

依次 类 推 。 回 想 一 下 ， yl 包括 支持 ISOdd 函 数 所 需要 的 所 有 公理 。 这 


些 结果 对 应 了 序列 的 前 六 位 : 0，1，0，1，0，1。 注 意 ， 数 字 1 对 应 可 
证 明 的 A,，0 对 应 B, 的 可 证 明 性 。 


ase 


[253] 
C [/ 
I say that a is then a computable sequence: a machine ` M , to 


K 


compute a can be obtained by a fairly simple modification of 


C [/ 
RUKH Hae “SA TP FP PU: 稍微 修改 ， | \ ， 便 得 到 一 


g^ 
个 可 以 计算 w 的 机 器 V. 

CK 
大 家 会 想起 ， 机 器 可 以 从 公理 推导 产生 所 有 的 可 证 明 的 公 


C [/ 

We divide the motion of ~ \ , into sections. The n-th section is 
devoted to finding the n-th figure of a. After the (n - 1)-th section is 
finished a double colon :: is printed after all the symbols, and the 
succeeding work is done wholly on the squares to the right of this 


double colon. The first step is to write the letter “A” followed by the 
formula (A,) and then “B” followed by (B,). 


CL 
我 们 把 | \ ,的 操作 分 成 几 个 部 分 。 第 mn 个 部 分 用 来 寻找 序列 w 
的 第 mn 位 数字 。 第 (n-D) 个 部 分 完成 以 后 ， 和 在 所 有 符号 的 末尾 打 印 一 
个 双 冒 亏 ::， 后 续 的 工作 全 都 在 这 个 双 冒 号 右边 的 格 中 进行 。 第 一 
步 是 写 入 字母 “A”， 后 面 跟 看 写 公 式 A,; ASA”, HARESH 


B o 


n 
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两 种 可 能 的 情况 ， 如 下 : 
AA & FO? 3 IsOdd(u"""^) BA & F? -—IsOdd(u""^) 
不 过 ， 上 面 的 写法 也 不 完全 正确 : 字母 “A” 和 “B” 不 应 该 为 粗 体 ， 项 


9) 
M oocura EE MEN HERE 
IsOdd 可 能 是 之 前 定义 的 Product 函 数 的 否定 式 ， 所 有 函数 的 名 字 可 能 变 
得 更 加 神秘 了 。 

然而 ， 真 正 的 意义 在 于 ， 这 两 个 命题 中 的 其 中 一 个 是 可 证 明 的 。 在 
这 两 个 打印 的 公式 右边 的 全 部 有 一 整 条 纸 带 可 以 供 机 器 工作 。 很 可 能 是 
机 器 首先 把 这 些 公理 写 在 纸 带 上 ， 然 后 开始 推导 可 证 明 的 公式 。 


C K C K 
The machine V \ _ then starts to do the work of ` \ , but 


whenever a provable formula is found, this formula is compared with 
(A,) and with (B,). If it is the same formula as (A,), then the figure “1” 


is printed, and the n-th section is finished. If it is (B,), then “0” is printed 
and the section is finished. If it is different from both, then the work of 


C K 

UN is continued from the point at which it had been abandoned. 
Sooner or later one of the formulae (A,) or (BE is reached; this follows 
from our hypotheses about a and ^" | , and the known nature of 


K 
C1/ 


Hence the n-th section will eventually be finished. - \ , is circle-free; 
a is computable. 


CI CT/ 

随后 ， 机 器 | \ 开始 从 事 ， | V 的 工作 ， 但 是 无 论 何 时 找到 一 
个 可 证 明 的 公式 ， 这 个 公式 都 会 与 A 和 B 进行 比较 。 如 果 它 和 A JH 
同 ， 就 打印 数字 1， 这 样 第 n 个 部 分 就 完成 了 。 如 果 它 和 B_ 相 同 ， 则 
打印 0， 这 个 部 分 也 就 结束 了 。 如 果 它 和 A_ 、B 都 不 相同 ， 那 么 


CI 

K HUVEC EMO MARR TE, JRRLARBBRIA 或 B, 中 的 一 个 。 这 
Y| K 

可 以 从 我 们 对 a 和 过 全 所 作 的 假设 ， 以 及 的 性 质 中 推断 得 


CK 
到 。 因 此 ， 第 n 个 部 分 最 终 会 结束 。 .是非 循环 的 ，a 是 可 计算 
的 。 


C [/ 

m; Mum 
aro EA AUREA SABINA TP RB LfE, DUDOBIS ES E 
写 入 一 些 不 同 的 公理 和 一 个 不 同 的 函数 ， 机 天 项 能 计算 通过 一 阶 馆 辑 定 
义 的 任意 序列 。 


It can also be shown that the numbers a definable in this way by the 
use of axioms include all the computable numbers. This is done by 
describing computing machines in terms of the function calculus. 


还 可 以 证 明 ， 通 过 这 种 使 用 公理 的 方式 得 到 的 可 定义 的 数字 wa 
包含 了 所 有 的 可 计算 数 ， 信 助 函 数 尖 算 手 述 计算 机 此 束 可 以 做 a 到 。 


事实 上 ， 在 图 灵 论 文 的 最 后 一 节 ， 即 本 书 的 下 一 章 中 ， 图 灵 将 采用 
一 阶 逻辑 描述 计算 机 器 。 现 在 ， 他 想 提 醒 读 者 ， 不 是 每 一 个 数字 都 可 以 
通过 机 器 计算 得 到 ， 特 别 是 那些 以 0 和 1 构成 的 序列 ， 它 们 可 以 告诉 我 们 
哪些 是 符合 要 求 的 机 器 的 描述 数 。 


It must be remembered that we have attached rather a special 


Q) 


meaning to the phrase * ~ | defines a’. The computable numbers do 


not include all (in the ordinary sense) definable numbers. Let ó be a 
sequence whose n-th figure is 1 or 0 according as n is or is not 
satisfactory. It is an immediate consequence of the theorem of 8 8 that 6 
is not computable. It is (so far as we know at present) possible that any 
assigned number of figures of ó can be calculated, but not by a uniform 
process. When sufficiently many figures of 6 have been calculated, an 
essentially new method is necessary in order to obtain more figures. 


Q) 

必须 牢记 ， 我 们 为 “让 | ENP doe A) i ^ -PREE 
义 。 可 计算 数 不 包 括 所 有 “一役 意义 上 ) 的 可 定义 数 。 假 设 6 是 一 
个 序列 ， 根 据 n 是 否 可 接受 ， 它 的 第 n 位 数字 可 以 为 1 或 0。 由 88 中 的 
定理 可 以 直接 得 到 6 是 不 可 计算 的 。〈 碌 我 们 现在 所 知 〉 给 定数 上 
的 6 中 的 数字 是 可 计算 的 ， 但 是 无 法 采用 统一 的 过 程 。 一 旦 已 经 计 
算 了 足够 多 的 6 的 数字 后 ， 有 必要 采用 一 个 本 质 上 更 新 绪 的 方法 来 
得 到 更 多 的 数字 。 


人 至此， 图 灵 完 成 了 他 的 第 二 个 论证 ， 来 证 明 他 的 机 喜 可 以 计算 通 背 
所 谓 的 可 计算 数 。 接 下 来 将 要 讲述 的 是 他 的 第 三 个 论证 。 你 或 许 能 回忆 
起 图 姑 对 于 一 台 人 类 计算 者 的 “思维 状态 ”的 依赖 。 一 些 读 者 可 能 认为 ， 
人 类 “思维 状态 ”是 太 过 虚幻 的 概念 而 不 能 封 冯 在 一 台 机 右 中 。 

图 灵 简 单 地 描述 了 如 何 将 思维 状态 这 一 概念 构造 成 为 机 天 结构 的 一 
部 分 ， 我 们 将 以 此 结束 本 划 。 


III. This may be regarded as a modification of I or as a corollary of 
IT. 

We suppose, as in I, that the computation is carried out on a tape; 
but we avoid introducing the “state of mind” by considering a more 
physical and definite counterpart of it. It is always possible for the 
computer to break off from his work, to go away and forget all about it, 


and later to come back and go on with it. If he does this he must leave a 
note of instructions (written in some standard form) explaining how the 
work is to be continued. This note is the counterpart of the “state of 
mind”. We will suppose that the computer works in such a desultory 
manner that he never does more than one step at a sitting. The note of 
instructions must enable him to carry out one step and write the next 
note. Thus the state of progress of the computation at any stage is 
completely determined by the note of 
[254] 

instructions and the symbols on the tape. That is, the state of the 
system may be described by a single expression (sequence of symbols), 
consisting of the symbols on the tape followed by A (which we suppose 
not to appear elsewhere) and then by the note of instructions. This 
expression may be called the “state formula”. We know that the state 
formula at any given stage is determined by the state formula before the 
last step was made, and we assume that the relation of these two 
formulae is expressible in the functional calculus. In other words, we 


y) 
assume that there is an axiom ^" Y which expresses the rules governing 
the behaviour of the computer, in terms of the relation of the state 
formula at any stage to the state formula at the preceding stage. If this is 
SO, we can construct a machine to write down the successive state 
formulae, and hence to compute the required number. 


IIT. 这 一 部 分 可 以 看 成 是 对 I 的 修正 或 [的 推论 。 

与 I 中 类 似 ， 我 们 假设 计算 在 一 个 纸 帝 上 进行 ， 但 是 通过 考虑 
更 加 机 械 而 确定 的 类 似 过 程 ， 我 们 可 以 避免 引入 “思维 状态 ”这 一 概 
仿 。 计 算 机 总 是 能 在 菜 个 时 刻 暂 停 ， 转 回 其 他 的 操作 ， 然 后 过 一 上 段 
时 间 后 还 可 以 再 返回 到 之 前 停止 的 点 继续 运行 。 如 果 机 器 这 样 运 
行 ， 那 么 它 必 须 记 录 一 些 指 令 〈 以 某 种 标准 形式 写 入 纸 带 ) ， 以 便 
阅 明 如 何 继续 当前 已 经 停止 的 工作 。 这 个 记录 即 与 “思维 状态 ”类 
似 。 我 们 假设 计算 机 将 以 这 种 不 连 员 的 方式 运行 ， 它 每 次 不 能 执行 
超过 一 个 步骤 。 记 录 的 指令 必须 使 得 计算 机 可 以 执行 一 个 步 又， 并 
且 写 入 下 一 条 记录 。 因 此 ， 计 算 过 程 中 任意 阶段 的 状态 都 是 由 记录 
的 指令 和 纸币 上 的 符 写 完全 决定 的 。 也 束 是 说 ， 可 以 采用 单一 的 表 


达 式 《人 符 写 序列 ) 来 手 述 系统 的 状态 ， 这 个 表达 式 是 由 从 号 、 之 后 
的 A 假设 A 不 会 在 其 他 地 方 出 现 ) 和 指令 记录 组 成 的 ， 可 以 称 这 

个 表达 式 为 “状态 公式 ”。 我 们 知 进 ， 每 个 给 定 阶段 的 状态 公式 痢 古 
由 上 一 个 步 缀 进行 之 前 的 状态 公式 决定 的 ， 我 们 假定 这 两 个 公式 之 
闻 的 关系 可 以 采用 函 项 汗 算 来 表示 。 换 句 话 说， 假定 存在 一 个 公理 


Q) 

| ， 它 给 出 了 任意 阶段 的 状态 公式 和 前 一 阶段 的 状态 公式 之 间 
的 关系 ， 从 而 管理 计算 机 的 行为 。 如 果真 是 这 样 ， 我 们 可 以 构造 一 
台 机 器 记 下 连续 的 状态 公式 来 计算 得 到 所 需 的 数 。 
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你 上 一 次 使 用 个 人 计算 机 计算 无 理 数 的 无 穷 数 位 是 在 什么 时 候 ? BR 
非 你 是 退 过 运行 程序 计算 你 的 数 白 万 位 数字 来 消 进 ， 人 奋 则 你 采用 的 任何 
Ree vb RE HB ERE BCE AaB AN AY BEER Ha Be Yh on HJ VT ns 10. ER e 

很 显然 ， 图 灵 在 他 的 论文 中 建立 了 很 多 计算 机 编程 的 原理 和 概念 ， 
但 是 无 论 是 在 以 前 、 现 在 或 是 将 来 ， 计 算 实 数 的 无 穷 数 位 都 必然 不 是 计 
算 机 的 典型 活动 。 

实际 上 ， 计 算 机 执行 的 是 已 经 被 程序 员 分 割 成 厂 干 组 块 的 任务 ， 这 
些 块 称 作 函数 、 例 程 、 子 程序 或 方法 称呼 取决 于 特定 有 的 编程 语言 )。 
一 般 来 说 ， 这 些 函 数 在 有 限 的 时 间 段 内 执行 菏 个 特定 的 任务 ， 它 们 从 接 
收 输入 开始 ， 然 后 对 这 些 输入 进行 数学 运算 以 产生 输出 ， 最 后 把 控制 转 
Mee BA eR 

图 数 的 概念 起 源 于 数学 。 概 括 地 说 ， 函 数 是 把 输入 转换 成 输出 的 数 
学 实体 。 和 输入 称 作 函数 的 参数 或 目 变 量 ; 输出 称 作 函 数 的 值 或 因 变 量 。 
图 数 通 利和 极限 制 在 特定 闫 型 的 数字 或 其 他 对 象 上 。 合 法 的 输入 称 作 函数 
的 定义 域 ， 所 有 可 能 的 结 东 输出 值 称 作 值 域 。 

图 灵 在 其 论文 的 第 一 段 提 到 了 “可 计算 函数 ”的 概念 ， 并 把 它 作 为 未 
来 探索 的 主题 : 


尺 官 本 论文 的 主题 是 可 计算 数 ， 但 是 我 们 同样 可 以 容易 地 定义 
和 研究 可 计算 函数 ， 其 变量 可 以 十 整数 、 实 数 、 可 计算 数 、 可 计算 
谓词 等 。...…... 我 希望 可 以 很 快 就 给 出 可 计算 数 、 函 数 等 之 则 的 关 
系 ， 这 将 包括 对 用 可 计算 数 表 示 的 实 变 函数 理论 的 研究 。 


图 灵 并 没有 严格 按 这 种 方法 深入 研究 这 些 主题 。 你 在 第 17 章 会 看 
到 ， 当 斯 蒂 芬 . 克 莱 尼 (在 他 于 1952 年 出 版 的 《数学 引 论 》 中 ) 和 马丁 . 
戴 维 斯 (在 他 于 1958 年 出 版 的 《可 计算 性 与 不 可 解 性 》 中 〉 重新 设计 了 
图 灵机 并 用 它们 来 计算 整数 函数 而 不 是 实数 时 ， 可 计算 函数 的 概念 就 变 
得 十 分 重要 了 。 
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更 传统 的 函数 呢 ? 它 们 是 什么 样子 的 ? AAA A IESK eA. AE 
一 个 表示 角度 的 数值 ， 通 常 以 度 或 弧度 为 单位 。 假 定 这 个 角 是 直角 三 角 
形 中 的 一 个 角 ， 则 正弦 函数 计算 该 角 的 对 边 与 和 斜 边 的 比 。 更 一 般 地 说 
(定义 大 于 90° 的 角 的 正弦 函数 ) ， 从 稍 卡 儿 坐 标 系 的 原点 出 发 到 任意 
一 点 贺 一 条 线 。 这 条 线 与 X 轴 的 夹 角 【〔( 按 逆 时 和 针 方 同 测 量 〉 的 正弦 函数 
值 ， 束 是 这 条 线 的 端点 到 X 轴 的 距离 与 该 直线 长 度 的 比值 。 

RKE 1ESZ K BE 013609 S2 JIUSE 73] FARA, (BETZ eR BY XE 
义 域 由 所 有 实数 组 成 ， 它 的 值 域 (函数 的 值 ) 由 从 -1 到 1 之 间 的 实数 
(包括 -1 和 1) 组 成 。 
实际 计算 正弦 函数 是 要 用 到 如 下 的 无 穷 级 数 ， 其 中 x 以 弧度 为 单 
iR. 

C x? x! 
sin(X)-x——-4—-—— 
3T SL — Hi 

这 就 是 如 今 的 计算 机 计算 正弦 函数 时 所 用 的 公式 ， 尽 管 一 般 情况 下 ， 这 
种 计算 是 在 计算 机 的 处 理 芯 片 而 非 软件 中 进行 的 。 

因为 实数 拥有 无 穷 数 日 的 十 进 制 位 ， 因 此 计算 机 不 能 存储 任意 的 实 
数 ， 而 是 用 有 理 数 来 近似 实数 。1985 年 ， 美 国电 气 和 电子 工程 师 协 会 
(IEEE) 公布 了 二 进 制 浮 点 运算 的 IEEE 标 准 ， 很 多 计算 机 系统 都 使 用 
该 标准 ， 以 一 种 适合 于 科学 计数 法 表示 的 形式 存储 数字 。 例 如 ， 第 用 的 
双 精 度 格 式 使 用 64 位 存储 一 个 数 : 1 位 用 来 存储 符号 〈 正 或 负 ) ，11 位 
用 来 存储 指数 ，52 位 用 来 存储 尾数 ， 提 供 大 致 相当 于 16 位 十 进 制 数 的 精 
度 。- 上 实质 上 上， 我们 是 用 两 个 整数 来 存储 实数 123.456 的 ， 它 们 分 别 是 
8 687 443 681 197 687 (尾数 ) 和 46 (指数 ) ， 因 为 8 687 443 681 197 
687 除 以 24 近 似 等 于 123.456。 这 个 比值 是 一 个 有 理 数 ， 而 不 是 实数 。 

当 计 算 机 计算 一 个 正弦 值 时 ， 这 一 近似 是 很 重要 的 ， 因 为 它 可 以 保 
证 函数 在 有 限时 间 内 完成 。 尽 管 正弦 函数 是 作为 一 个 无 穷 级 数 来 计算 
的 ， 但 是 这 个 级 数 项 的 绝对 值 越 来 越 小 。 当 项 对 结果 的 精度 不 再 产生 影 
IBY, eR ORAL IE D. 

然而 ， 图 灵机 追求 无 限 的 精度 。 计 算 实数 时 ， 它 会 一 直 不 停 地 运 
算 。 由 于 计算 正弦 函数 的 无 限 级 数 中 的 每 个 项 都 包 售 无 限 的 位 数 ， 因 此 
在 计算 正弦 图 数 时 ， 退 求 无 限 的 精度 是 个 大 问题 。 例 如 ， 当 角 虚 是 1 牟 
上 度 时 ， 第 二 项 是 6， 无 论 表 示 成 十 进 制 还 是 二 进 制 ， 它 都 需要 无 限 位 
数 。 如 果 机 峰 需 要 计算 第 二 项 的 无 限 个 数位 ， 它 怎么 样 才能 运行 到 对 第 


三 项 的 计算 呢 ? 

一 种 可 行 的 方法 是 ， 依 次 计算 每 一 项 的 第 一 位 ， 百 到 荣 一 项 的 第 一 
位 数字 为 0， 然 后 ， 再 依次 计算 每 一 项 的 第 二 位 ， 直 到 菜 一 项 的 前 两 位 
数字 均 为 0， 依 此 类 推 。 这 显然 是 一 个 很 复杂 的 过 程 ， 特 别 是 你 不 想 机 
锅 在 计算 得 到 结果 后 再 擦 除 结果 的 任意 位 时 。 

执行 正弦 函数 只 是 一 个 问题 ， 输 入 从 哪里 来 呢 ? 

或 许 我 们 的 直入 是 让 机 器 的 使 用 者 以 某 种 方式 “键入 ”机 右 需 要 计算 
的 角 。 这 显然 是 受 现在 的 交互 式 计 算 机 和 屏幕 计算 需 的 启发， 但 是 为 了 
ZI re OE PR SR 
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第 二 种 观点 是 将 函数 的 输入 “ 便 编码 ”在 机 器 内 部 。 例 如 ， 我 们 可 以 
wit- RRI HF 83785* m ESHA ALAS. RIE EU LS DR A A 
能 求解 某 一 个 角度 的 正弦 值 ， 但 是 我 们 还 是 希望 设计 出 的 这 种 机 器 易于 
修改 ， 从 而 可 以 计算 其 他 角度 的 正弦 值 。 

第 三 种 方法 是 把 角度 编码 到 纸 带 上 。 机 器 读 取 这 个 输入 ， 计 算 正 弦 
值 ， 然 后 再 把 结果 打印 到 纸 带 上 。 (我 猪 你 喜欢 这 么 做 ! 我 也 是 。) 

第 四 种 方法 是 让 机 器 自己 产生 输入 。 例 如， 机 器 首先 计算 角度 为 0? 
的 正弦 值 ， 然 后 计算 角度 为 1° 的 正弦 值 ， 再 计算 角度 为 2°* 的 正弦 值 ， 等 
等 ， 并 把 每 个 结果 都 打印 在 纸 带 上 ， 最 后 会 得 到 一 张 包 含 很 多 角度 正弦 
peo P ER vee 
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第 五 种 方法 需要 两 台 不 同 的 机 器 。 第 一 台 机 器 计算 实数 ， 第 二 台 计 
算 该 数 的 正弦 值 。 我 说 两 台 机 器 的 时 候 ， 实 际 上 是 指 可 以 实现 两 台 机 器 
逻辑 的 一 台 机 器 。 我 们 已 经 遇 到 过 以 这 种 方式 结合 的 机 器 。 在 第 8 节 中 


/了 " i 
(本 书 第 166 一 167 页 ) ， 图 灵 把 一 台 判 定 机 器 L) 和 通用 机 U ZG 


— fi 
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这 些 做 法 部 是 有 问题 的 。 一 个 大 问题 是 正弦 函数 的 输入 和 输出 部 古 
实数 人 至少 理论 上 是 这 样 的 ) ， 而 实数 包含 无 限 位 。 键 入 一 个 有 无 限 位 
的 数 或 将 这 样 的 数 编码 在 纸 市 上 都 是 不 可 能 的 。 

事实 上 ， 即 使 你 将 角度 限制 在 简单 的 、 可 以 表示 成 有 限 的 十 进 制 数 
的 范围 内 ， 正 弦 函 数 需 要 的 也 是 弧度 制 的 角度 。180? 对 应 对 r 个 踊 度 ， 
因此 看 上 去 很 简单 的 10? 其 实 是 其 m18 个 弧度 一 一 一 个 包含 无 限 个 十 进 制 
位 数 的 超越 数 。 
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弧度 的 正弦 值 的 机 器 ， 事 实 上 这 两 台 机 器 是 在 同一 个 “元 机 器 * 中 运行 
的 。 第 二 台 机 恬 不 可 能 等 到 第 一 台 机 右 计 算 完 成 后 再 开始 计算 ! 这 两 台 
机 器 需要 以 串联 模式 工作 ， 也 就 是 有 时 称 作 “ 燕 尾 连接 ”的 一 种 编程 技 
术 。 计 算 角 的 机 器 得 到 一 个 新 的 数位 时 ， 计 算 该 角度 正弦 值 的 机 器 必须 
接收 这 个 数位 ， 并 计算 出 结果 的 一 个 新 的 数位 。 这 两 台 机 器 间 会 永远 进 
行 这 一 相互 作用 的 来 回 。 

现在 ， 你 可 能 束 不 会 对 斯 带 分 :元 末 尼 和 蕊 丁 : 戴 维 斯 香 新 改造 的 图 
灵机 只 能 计算 数论 函数 ， 也 就是 域 和 值 域 都 限制 在 非 负 整数 的 函数 ， 感 
到 惊讶 了 。 他 们 都 把 函数 输入 编码 成 笔画。 例如 ， 在 8 个 连续 的 格 中国 
简单 的 竖 线 来 表示 数字 7 ZOR m1m) 。 

通 和 常情 况 下 ， 当 计算 一 个 函数 时 ， 你 不 会 想 让 这 个 计算 永久 进行 下 
去 。 你 希望 义 数 会 结束 ， 这 样 便 可 以 检测 结果 。 因 此 ， 经 元 羔 尼 和 戴 维 
斯 改造 的 图 灵机 在 计算 结束 的 时 候 会 集 止 运行 。 显 然 ， 用 于 计算 韭 负 整 
数 的 加 法 和 乘法 的 机 器 不 需要 永久 地 运行 。 在 克 莱 尼 和 戴 维 斯 的 设计 
中 ， 不 能 停止 运行 的 机 器 被 看 作 是 故障 机 器 。 戴 维 斯 把 判定 一 台 图 灵机 
是 否 能 够 正确 地 完成 计算 并 停机 的 过 程 称 为 停机 问题 。 后 来 ， 停 机 问题 
WSS ARAL, (AIK ES SA RR MICK. 
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第 10 节 其 实 是 第 9 节 的 延续 。 前 一 节 的 开头 ， 图 灵 对 于 其 机 喜 的 计 
算 能 力 问 题 给 出 了 三 个 论据 。 第 三 个 是 第 10 节 的 主题 ， 即 “给 出 一 大 类 
可 计算 数 的 示例 ”。 同 时 ， 图 灵 讨 论 的 重点 稍 有 改变 ， 从 原来 的 可 计算 
数 转移 到 了 可 计算 函数 的 范围 。 

第 10 节 可 能 是 图 灵 论 文中 最 少 被 分 析 的 部 分 ， 通 利 也 是 最 难 理解 的 
一 节 。 他 写 得 很 简洁 ， 有 时 还 有 点 模糊 。 我 没有 信心 总 是 能 够 完全 准确 
地 揭示 他 的 论点 。 

也 许 这 并 不 令 人 人 惊讶， 图 灵 一 开始 束 讨 论 p “a Ae Se a 
RUE Uo reo 
ILE I, 


10. Examples of large classes of numbers which are computable. 
It will be useful to begin with definitions of a computable function 
of an integral variable and of a computable variable, etc. There are many 
equivalent ways of defining a computable function of an integral 


variable. The simplest is, possibly, as follows. If y is a computable 
sequence in which 0 appears infinitely’ often, and n is an integer, then 
let us define ¢(y,n) to be the number of figures 1 between the n-th and 
the (n + 1)-th figure 0 in y. Then g(n) is computable if, for all n and 


come y, g(n) = &(y,n). 
: í / 
N N 
* Tf computes y, then the problem whether prints 0 
| 
infinitely often is of the same character as the problem whether a) is 
circle-free. 


10. 大 量 可 计算 数 的 示例 
以 定义 整数 变量 和 可 计算 变量 的 可 计算 函数 开始 ， 会 非常 有 
用 。 有 很 多 等 价 的 方法 用 来 定义 整数 变量 的 可 计算 函数 。 下 面 的 定 
义 可 能 是 最 简单 的 。 如 果 y 是 一 个 可 计算 序列 ， 其 中 0 出 现 无 穷 次 
1，n 是 一 个 整数 ， 我 们 定义 Ely, 门 为 y 中 第 n 个 0 和 第 (n+1) 个 0 之 间 数 
字 1 的 个 数 。 如 果 对 于 所 有 的 n， 存 在 某 个 y， 使 得 es(m = Ely, n)， 则 
9g(n) 是 可 计算 的 。 


1 如果， | 计算 y， 则 
是 非 循 环 的 问题 是 同一 性 质 。 


我 需要 举例 子 说 明 。 假 设 函 数 g (希腊 字母 phi〉 简 单 定 义 为 : 
gog(n)= 2n * 1, 
其 中 n 为 非 负 整数 。 则 ， 


/ 


是 否 无 限 打印 0 的 问题 与 RS 


ø(0)=1 
ø(1)=3 
ø(2)=5 
ø(3)=7 


对 应 于 该 函数 的 序列 y (希腊 字母 gamma) 为: 
010111011111011111110... 
注意 ， 两 个 相 邻 的 0 之 间 分 别 是 一 个 1、 三 个 1、 五 个 1、 七 个 1 等 ，1 
的 数目 与 每 个 连续 的 非 负 整数 n 的 函数 g(n) 的 值 相对 应 。 


y 是 可 计算 序列 吗 ? 对 我 而 言 ， 它 的 确 看 上 去 是 可 计算 的 。 这 意味 
est cree 计算 y 的 机 器 永远 不 停 地 运行 ， 计 算出 函数 所 

图 灵 从 与 我 的 例子 完全 相 及 的 角度 处 理 这 个 可 计算 函数 的 问题 ， 他 
(BE VP LEE LS 752340. PRAM Ely, n (希腊 字母 xi〉 表 示 每 对 相信 
的 0 之 间 数 字 1 的 个 数 ， 并 用 o(n)=€(y, n). 

从 这 点 看 ， 计 算 包 含 无 穷 个 0 的 序列 的 任何 机 占 也 是 在 计算 一 个 正 
nem 尽管 一 般 情况 下 ， 我 们 不 能 判定 机 器 是 否 确 实 满 足 这 个 
示 准 。 

现在 ， 图 灵 假 定 一 个 与 函数 g 相 对 应 的 谓词 ， 使 得 该 函数 的 计算 类 
似 于 数字 的 基于 逻辑 的 演算 ， 也 就 是 图 灵 在 论文 第 9 节 、 本 书 前 一 章 中 
论述 的 内 容 。 


An equivalent definition is this. Let H(x, y) mean e(x)-y. 


如 些 ， 我 们 得 到 一 种 等 价 的 定义 。 定 义 H(x,y)， 其 中 g(x) = y. 
我 们 使 用 相同 的 例子 。 改 变 函 数 的 目 变 量 ， 现 在 的 定义 如 下 : 
p(x) =2x+1 
(E H Bf — 35 FH TIRAS A Te OR E C(x, y): 
(4z)(Product(w", x, z) & Sum(z.u', y)) 
如 果 存 在 某 个 z， 使 得 2 乘 以 x 等 于 z， 且 z 加 1 等 于 y 艾 为 真 ， 则 该 公式 


r Of D 
Then, if we can find a contradiction-free axio | p such that 


0 一 上 上， 


Q) 
然后 ， 如 果 我 们 能 找到 一 个 非 矛 盾 的 公理 一 A ， 使 得 P 


+ P, 


$)| 
则 “gg 一 定 是 定义 H 所 需 谓词 的 公理 (这 个 例子 中 的 Product 和 
Sum) 与 P 的 合 取 式 ， 因 此 这 个 缠 泣 式 很 容易 束 成 并 。 


and if for each integer n there exists an integer N, such that 


Jy & FP — Hu, ul), 


并 且 如 果 对 每 个 整数 n 都 存在 一 个 整数 N， 使 得 
Ay & FX) > H(u(?, u(9) 

你 会 想起 ，Fm 是 后 继 函 数 的 合 取 式 的 缩写 形式 。N 必 须 至 少 等 于 n 

和 和 g(n) 中 较 大 的 一 个 。 在 我 们 的 例子 中 ， 当 n = 10, o(n)=21. RAHA 


部 需要 数字 1 和 2， 并 且 z 的 值 为 20。 因 此 ，N 人 必须 公 少 等 于 21 才 能 定义 中 
够 多 的 数字 ， 而 在 菏 些 情况 下 ， 它 可 以 比 n 和 g(n) 的 值 都 大 。 


and such that, if mzg(n), then, for some N', 


W, & FX — (—Hu™,u™), 


是 使 得 如 果 mzg(n)， 则 对 某 个 N’， 
Wy & & FN) _, > (— Hu, ui), 


ATOR Em SAAS. MIL. SO TSSR An, BTS 


JJe(n)], iBigH7Jd. AWWA. X TIT AXo NUE Bb E 
=m, (Leta a 2), RIER hai kink mie . 


then g may be said to be a computable function. 


则 可 以 说 g 是 一 个 可 计算 函数 。 
到 这 儿 ， 图 灵 结 束 了 他 的 讨论 ， 但 并 没有 真正 接 述 它 应 该 如 何 友 挥 


CI/ 
作用 。 机 器 是 枚 举 出 所 有 可 证 明 的 公式 。 图 灵 在 
第 9 节 摘 述 的 机 器 针对 n 的 连续 取 值 依次 枚 举 出 这 些 可 证 明 的 公式 ， 根 据 
谓词 G 的 真 值 ， 为 n 的 每 个 值 打 印 一 个 0 或 1。 
CT/ 

这 里 的 新 问题 需要 一 台 机 右 e ESAT 

010111011111011111110... 
其 中 ， 每 个 1 串 中 数字 “1” 的 数目 为 对 应 于 n 的 连续 值 的 函数 g(n) 的 值 。 最 
大 的 不 同 是 ， 这 人 台 机 器 不 仅 对 连续 的 mn 值 ， 还 对 变化 的 np 和 六 的 值 ， 枚 举 
出 所 有 可 证 明 的 公式 。 

XT nfüml SERT ^3 MB. PUSREB 2611] ELA XXARIB. CUM FH 737 Bi EJ 
机 器 设置 的 术语 ) : 


A Ye & EUN = Hu j^ n Vly ky FON) "s (—H(u”, um) 


OR a EPPA ER ck, SALA A SE FT LB. 

Nla Mn OFF uate. nek MonweA, this Hn, m) 的 
TBR. Wn Pee, Plast ESSO, Z5 dmg AO. m 
可 能 是 函数 g(n) 的 结果 ， 它 是 谓词 H(n, m) 的 第 二 个 参数 。 

对 m 的 每 个 新 的 取 值 ， 机 桥 开 始 产 生 所 有 可 证 明 的 公式 。 如 末 与 公 
式 B 下 配 ， 则 机 如 打 印 一 个 1， 因 为 m 的 值 不 是 疯 数 g(n) 的 结果 。 机 器 增 
大 m， 打 印 新 的 A 和 B， 然 后 再 次 开始 产生 可 证 明 的 公式 。 如 果 与 公式 A 
多 配 ， 则 该 m 值 是 函数 g(n) 的 结果 ， 机 右 继 续 对 n 的 下 一 个 值 进行 处 理 。 
对 于 mn 的 下 一 个 什 ， 机 堪 开 始 打 印 一 个 0， 并 且 将 六 设置 回 0。 

以 这 种 方式 ， 机 堪 打 印 出 序列 y， 其 中 的 每 个 1 串 中 数字 1 的 数目 都 
表示 依次 增 大 的 整数 参数 对 应 的 函数 值 。 


We cannot define general computable functions of a real variable, 
since there is no general method of describing a real number, 


由 于 没有 插 述 实数 的 一 般 方法 ， 因 而 我 们 无 法 定义 一 般 的 实数 
变量 的 可 计算 函数 。 


这 就 是 我 之 前 考虑 将 实数 编码 在 纸 市 上 供 函 数 处 理 时 过 到 的 问题 。 


but we can define a computable function of a computable variable. 


但 是， 我 们 可 以 定义 一 个 以 可 计算 数 为 变量 的 可 计算 函数 。 


这 需要 可 计算 数 的 计算 和 可 计算 函数 的 计算 串联 工作 。 在 或 许 是 最 
简单 的 情况 下 ， 每 次 计算 得 到 变量 的 一 个 新 数位 后 ， 可 计算 函数 融会 接 
收 它 ， 并 打印 出 结果 的 新 的 数位 。 可 计算 变量 和 可 计算 函数 始终 你 持 相 
同 的 有 效 数位 ， 从 而 保持 相同 的 精度 。 

图 录 所 末 用 的 例子 是 三 角 正 切 函 数 。 他 想 对 各 种 各 样 的 ， 其 实 是 所 
有 的 可 计算 数 计算 它们 的 正切 值 ， 但 是 他 没有 为 一 个 计算 的 终止 和 为 一 
个 计算 的 局 动 指 定 任何 标准 。 


If n is satisfactory, let y, be the number computed by (n), and 
let 


Qn = tan (x (Yn 一 5) ; 


[255] 
unless y, = 0 or y, = 1, in either of which cases a, = 0. 


A 


Qn ne A BEACH, (Bey, AA Las (n) 计 算得 到 的 数字 ， 并 

日 

a, = tan (n (y, —1/2 ) ) 
除非 y 一 0 或 者 一 1。 在 这 两 种 情况 下 ，w =0. 

后 面 的 脚注 表明 这 不 是 唯一 可 能 的 函数 ， 不 过 网 灵 特 地 挑选 了 一 个 
简单 的 例子 。 因 为 图 灵机 计算 0 和 1 之 间 的 实数 ， 所 以 无 论 机 器 如 何 定 
义 ,，yY 的 值 都 介 于 0 和 1 之 间 。 正 切 函 数 的 参数 范围 介 于 之 1/2r 和 1/2T 之 
旧 ， 这 是 用 弧度 制 表 示 的 角 ， 等 价 的 角度 范围 是 之 -90° 到 90°。 


Then, as n runs through the satisfactory numbers, a runs through 


the computable numbers’. 
" A function a, may be defined in many other ways so as to run 


through the computable numbers. 


Ben. BmmRUIu Ree, a AA te. 
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BL 
-90° 到 90° 之 则 角度 的 正切 值 的 变化 范围 是 (-o%, oo) , DAE TR a 
了 整个 实数 集 。 “严格 地 说 ，) -90°* 和 90° 角 的 正切 值 没 有 定义 ， 这 也 正 
是 为 什么 图 灵 单 独处 理 这 两 种 情况 的 原因 。) 除去 极 少数 例外 ， 正 切 函 
数 的 结果 都 是 超越 数 。 
图 灵 后 来 才 建 议 ， 我 们 事实 上 可 以 定义 计算 一 个 角 的 正切 值 的 图 灵 
机 。 跟 正弦 函数 相似 ， 正 切 函 数 也 可 以 通过 一 个 无 穷 级 数 来 计算 : 
3 ax] x! 


nlx) X4 — Ma 
3 35 3-5-7 


x 的 变化 范围 从 围 V2r 到 1/2r。 








Now let a(n) be a computable function which can be shown to be 
such that for any satisfactory argument its value is satisfactory*. Then 
the function f, defined by f(a,,)=a,,,), is a computable function and all 
computable functions of a computable variable are expressible in this 
form. 

* Although it is not possible to find a general process for 
determining whether a given number is satisfactory, it is often possible 
to show that certain classes of numbers are satisfactory. 


令 g(n) 为 一 个 可 计算 函数 ， 对 任 童 的 可 接受 参数 ， 它 的 值 都 古 
可 接受 的 "。 则 定义 为 有 a)=a(n) 的 函数 是 一 个 可 计算 函数 ， 并 且 所 
有 可 计算 变量 的 可 计算 函数 都 可 以 表示 成 这 种 形式 。 
1 尽 党 不 可 能 找到 可 以 判定 未 个 给 定 的 数字 是 侣 是 可 接 有 党 的 通 
ee 
可 能 的 。 


疯 数 g(n) 的 定义 域 和 值 域 都 是 符合 要 求 的 机 器 的 描述 数 。 或 许 我 们 
只 考虑 菜 种 特定 格式 的 机 磊 ， 很 容易 束 可 以 将 其 构造 成 是 从 合 要 求 的。 
疯 数 g(n) 修 改 摘 述 数 ， 其 实 是 重新 编程 机 右 ， 使 得 它 可 以 计算 出 其 他 东 
西 。 例 如 ，g(n) 可 以 重新 编程 机 上 右 ， 使 它 不 再 求解 x， 而 是 x 的 两 倍 再 加 
1， 即 执行 函数 2x + 1。 


Similar definitions may be given of computable functions of 
several variables, computable-valued functions of an integral variable, 
etc. 

I shall enunciate a number of theorems about computability, but I 
shall prove only (ii) and a theorem similar to (iii). 


Ash, thay DE MALL VW AIAX ELE EEE 
量 且 值 为 可 计算 数 的 图 数 ， 等 等 。 

我 将 给 出 一 些 关 于 可 计算 性 的 定理 ， 但 是 只 证 明 ( 让 及 与 (ii) 相 
似 的 定理 。 


GES PS XE BERI INS 7 Se oS. AFR VE CB 1077 II Biz Jia VP TA 
Z5 Jo (ii) A (iii) FY IE HH o 


(i) A computable function of a computable function of an integral 
or computable variable is computable. 


， EBERT ROET ET SBR STE 
算 的 。 


换 句 话说 ， 我 们 可 以 把 这 些 东 西 堆积 起 来 。 从 计算 一 个 数 的 机 右 出 
肥 ， 使 用 为 一 从 机 此 执行 这 个 数 的 函数 ， 然 后 再 使 用 一 台 机 此 执行 第 一 
个 函数 的 结果 的 函数 。 与 之 前 基于 三 角 正 切 函 数 的 机 器 类 似 ， 这 些 机 器 
不 会 等 竺 前 一 阶段 完成 以 后 再 运行 。 它 们 必须 以 串联 方式 工作 ， 或 许 是 
蝴 看 每 一 个 数位 的 计算 ， 从 一 个 阶段 同 为 一 个 阶段 传 违 信息 。 


(ii) Any function of an integral variable defined recursively in 
terms of computable functions is cpmputable. I.e. if g(m,n) is 
computable, and r is some integer, then n(n) is computable, where 


n(O) = Fi, 
n(n) = $ (n, n(n — 1)). 


(让) 以 可 计算 函数 递归 定义 的 任何 包含 整数 变量 的 函数 是 可 计 
算 的 。 例 如 ， 如 果 g(m, nn) 是 可 计算 的 ，r 是 整数 ， 则 n(n) 是 可 计算 


的 ， 其 中 ， 
7(0)=7, 
n(n)= 6(n,n(n-1)) 
注意 ， 和 希腊 字母 7〈 读 为 eta) 与 斜体 的 mx 有 点 相像 。“ 包 含 整数 变量 


的 函数 ”是 1，“ 可 计算 函数 ” 指 的 是 g(m, n)。 作 为 例子 ， 我 们 假设 r 1, 
图 数 e(m, 门 简单 定义 为 : 


d(m,n)=m-n 


我 确定 g(m, n) 是 可 计算 的 。 我 们 计算 n 的 几 个 值 : 
n(0)=r=1 
n(1)= e(1, n(0)) =ø(1, 1) 1:171 
n(2) = e(2, n(1)) =g(2, 1) = 2:1 = 2 
n(3) = 9(3, q(2)) =ø(3, 2) = 3:2 =6 
n(4) = e(4, n(3)) =g(4, 6) = 4:6 = 24 
n(5) = e(5, n(4)) =g(5, 24) = 5:24 = 120 


函数 n(n) 是 阶乘 函数 的 递归 定义 。 到 本 节 最 后 ， 图 灵 将 证 明 使 用 可 计算 
pki Mo(m, 门 定义 的 整数 函数 (如 n(n) 本 身 也 是 可 计算 的 。 


(iii) If ø(m, n) is a computable function of two integral variables, 
then e(n, n) is a computable function of n. 


(iii) 如 果 e(m, n) 是 一 个 包含 两 个 整数 变量 的 可 计算 函数 ， 则 
a(n, 站 是 关于 的 可 计算 函数 。 


这 个 定理 听 起 来 很 平凡 ， 但 图 灵 利 用 这 个 机 会 做 了 一 些 有 趣 的 事 。 
AS FE VART E KIHE HH ZER o 


(iv) If ø(n) is a computable function whose value is always 0 or 1, 
then the sequence whose n-th figure is ø(n) is computable. 


(iv) I Ao(n) sé — P EL OBA RI TP a eA, ALA EnA 
F Ao(ny HF Ae n vr RTI 


Gian, fr BIsPrime(n) “nse BAY 3K [Bl 1, AREO. KR it 
定 下 面 的 序列 是 可 计算 的 : 

0011010100010100010100010000010... 
我 只 展示 了 mn 从 0 开始 的 前 31 位 数字 。 与 素数 2、3、5、7、11、13、17、 
19、23 和 29 对 应 的 数位 都 设置 成 1。 


图 灵 接 着 引用 了 戴 德 金 定理 。 这 里 给 出 了 G. H. 哈代 的 《 纯 数 学 教 
程 》 第 1 章 中 对 该 定理 的 陈述 。1931 年 ， 图 灵 为 准备 剑桥 大 学 的 秋 委 入 
学 考试 开始 阅读 这 本 书 ， 那 也 可 能 是 他 第 一 次 遇 到 这 个 定理 。 


戴 德 金 定理 如 果 按照 以 下 的 方法 把 实数 集合 分 割 成 两 类 L 和 
(i) 每 个 数 只 属于 两 个 类 中 的 一 类 ; 


(ii) 每 个 类 人 至少 包 含 一 个 数 ; 

(i) 工 中 的 任意 一 个 数 虱 小 于 R 中 的 任意 一 个 数 。 
则 存在 一 个 数 w， 症 足 小 于 它 的 所 有 效 都 属于 L 类 ， 大 于 它 的 所 有 数 
者 属于 R 类 。 数 a 本 里 可 能 属于 L 或 R 中 的 任意 一 类 。 一 一 


第 一 次 看 到 这 个 定理 时 容易 感到 迷惑 ， 但 是 它 摘 述 了 有 理 数 和 实数 
< In see AS HI DOM. 特别 是 ， 实 数 是 如 何 组 成 了 连续 统 ， 而 有 理 数 不 
HE o 

想象 从 左边 的 负 无 穷 到 右边 的 正 无 穷 有 一 条 数 轴 ， 也 可 以 只 考虑 这 
个 数 轴 的 一 段 。 把 它 分 割 成 两 个 部 分 (这 称 为 戴 德 金 分 割 ) 。 一 些 数 在 
左边 的 线 上 (定理 中 的 L)， 男 一 些 数 在 右边 的 线 上 CR) 。 

例如 ， 你 可 以 在 1.5 处 分 割 这 条 直线 ， 因 此 工 中 的 所 有 数 都 小 于 1.5， 
R 中 的 所 有 数 都 大 于 1.5。 那 1.5 目 身 昵 ? 你 可 以 把 它 放 在 站 中 ， 也 可 以 放 
在 R 中 。 把 1.5 放 在 L 中 ， 它 是 L 中 的 最 大 数 ，R 中 没有 最 小 数 。 换 人 句 话 
说 ，R 中 没有 一 个 比 其 余 的 数字 都 小 的 数 。 男 一 方面 ， 把 1.5 放 在 R 中 ， 
它 是 R 中 的 最 小 数 ， 工 中 没有 最 大 数 。 

在 2 的 平方 根 处 分 割 这 条 直线 。 如 果 这 条 数 轴 仅 由 有 理 数 组 成 ， 那 
么 LL 中 的 所 有 数 都 小 于 2 的 平方 根 ，R 中 的 所 有 数 都 大 于 2 的 平方 根 。 
为 2 的 平方 根 不 是 有 理 数 ， 它 既 不 属于 L， 也 不 属于 R。 此 外 ， 工 中 没有 
最 大 数 ，R 中 也 没有 最 小 数 。 这 条 直线 在 2 的 平方 根 处 出 现 间 时 。 

然而 ， 如 果 这 条 数 轴 是 由 实数 组 成 的 ， 则 2 的 平方 根 必须 属于 L 或 者 
R。 你 无 法 定义 一 个 实数 的 分 割 ， 使 得 这 个 分 割 点 既 不 属于 L 也 不 属于 
R。 这 束 是 为 什么 实数 可 以 组 成 连续 统 ， 而 有 理 数 不 能 的 原因 。 


R: 


Dedekind's theorem does not hold in the ordinary form if we 
replace “real” throughout by “computable”. 


BAR BATT AS A TP BS SEB, ASAI INS BS 
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可 计算 数 不 能 组 成 连续 统 ， 因 为 你 可 以 在 一 个 非 可 计算 数 处 做 戴 德 
金 分 割 。 这 个 数 也 许 太 复 森 (也 就 是 太 随机 〉 而 难以 用 算法 定义 ， 或 者 
你 也 可 以 定义 这 个 数 ， 例 如 ， 由 每 个 可 计算 数 中 的 一 个 数位 构成 的 数 ， 
但 无 法 计算 它 。 这 个 分 割 把 可 计算 数 分 成 两 个 部 分 ， 使 得 L 中 没有 最 大 
数 ，R 中 也 没有 最 小 数 。 


But it holds in the following form: 


但 是 用 下 面 的 形式 表示 ， 戴 人 德 金 定理 仍然 成 立 : 


注意 下 面 的 多 与 数字 ， 这 征 在 图 元 定 理 (V) 所 出 的 。 当 参数 《一 个 可 
计算 数 ) 小 于 《或 者 小 于 等 于 ) 条 个 固定 数 E ( 布 腊 字 母 xi) 时 ， 图 灵 
EXE AY am el eS BLG(a) 73H. 

函数 G(a) 把 可 计算 数 分 成 两 类 : L， 使 G(q) 返 回 真 的 可 计算 数 ; R， 
使 G(a) 返 回 假 的 可 计算 数 。 哈 代 天 于 戴 伪 金 定理 的 搬 述 满足 条 件 ()， 
为 对 于 每 个 可 计算 数 ，G(a) 的 值 或 为 真 或 为 假 。 


(v) If G(a) is a propositional function of the computable numbers 
and 


(a) (Aa) (AB){G(a) & (—G(p))}, 


(v) WRG E RA AAA, HPA. 
(a) (Aa) (AB){G(@) & (—G(p))], 
ee nem 也 就 是 每 一 类 全 少 包含 一 个 
TUR o 


(b) Gla) & (—G(B)) > (a < B), 


(b) Gla) & (—G(f)) > (a < f), 


图 元 的 公 却 人 b) 与 哈代 的 条 件 (i 等 价 。 如 采 G(o 为 只， 那么 a 在 
LP; 如 末 G(p) 为 假 ， 则 B 在 R 中 ， 且 a 小 于 PB。 


and there is a geral process for determining the truth value of G(a), 


then [256] there is a computable number 5 such that 
[256] 


there is a computable number such that 


Gla) — a =E, 


—G(a) — a > E. 


并 且 和 存在 判定 G(a) 真 值 的 通用 过 程 ， 那 么 存在 一 个 可 计算 数 


Gla) — a <E, 
—QG(a) — a > E. 


“判定 G(o 真 值 的 通用 过 程 > 的 条 件 很 重要 。 因 为 和 是 一 个 可 计 
算数 ， 一 般 情况 下 ， 它 不 能 显 式 地 存储 在 G(m 的 定义 中 。 然 而 ， 通 
过 不 断 缩 小 这 个 值 的 范围 ， 机 器 是 有 可 能 计算 得 到 该 数 的 。 事 实 
站 计算 的 机 器 就 是 这 人 么 
ILES o 


In other words, the theorem holds for any section of the 
computables such that there is a general process for determining to 
which class a given number belongs. 


换 句 话说 ， 对 于 任意 的 可 计算 数 ， 只 要 存在 判定 条 个 给 定 的 数 
FR PURGE RE, Sse E FN Ee OILY o 


在 下 一 句 话 中 ,“ 可 计算 数 序 列 * 这 个 表达 可 能 有 后 模 糊 ， 因 为 
几乎 从 论文 的 开始 ， 图 元 都 是 使 用 “可 计 复 序列 ?来 指 代 机 邢 产 生 的 
数位 。 他 这 里 所 说 的 “序列 * 指 的 是 可 计算 数 的 有 序 集合 


Owing to this restriction of Dedekind's theorem, we cannot say that 
a computable bounded increasing sequence of computable numbers has 
a computable limit. This may possibly be understood by considering a 
sequence such as 


foe el 
=e 5 —i.—1 


29 49° p 


pole 


由 于 戴 德 金 定 理 的 这 个 局 限 性 ， 我 们 不 能 声称 一 个 可 计算 的 有 
He alla 算数 序列 是 有 可 计算 的 极限 的 。 看 看 下 面 的 序列 或 许 有 
助理 解 : 


[eS L 


2;  4* 8? 16° 


pole 


几 年 前 ，sci.logic 狐 闻 组 的 讨论 主题 就 是 这 一 小 段 文 字 ， 
http://sci.techarchive. net/Archive/sci.logic/2004-08/2244.html 上 记录 了 
一 进程 。 一 种 见解 是 ， 最 后 的 1/2 是 错误 的 ， 事 实 上 应 该 是 是 
1/32. EE, XX FETU P S, Hie An] Bex E e PEASITI, 
viene. 这 样 ， 这 个 序列 显然 越 来 越 接 近 于 0， 而 0 当然 古 一 个 可 

KP 

— ea ES SEEM, IEC Ue EA ee 
问 一 个 可 计算 的 极限 ， 但 事实 上 并 非 如 此 。 这 个 序列 或 许 约 束 在 一 
1 和 1 之 间 ， 但 是 它 并 没有 告诉 我 们 这 个 极限 是 人 否 真 的 可 计算 


On the other hand, (v)enables us to prove 


(vi) If a and D are computable and a < f and g(a) < 0 < ø(p), where 
g(a) is a computable increasing continuous function, then there is a 
unique computable number y, satisfying a < y < D and e(y) = 0. 


万 一 方面 ，(V) 使 得 我 们 可 以 证 明 : 


(vi 如 果 a 和 是 可 计算 的 ， H.a«p, g(a)«O«o(p); 其 中 ， Øl) ZE 
Aar SE a Se EP BL, MATTE BS] BY Eyi AE 
a<y<B, H.e(y)-0. 


图 灵 暗 指 一 个 可 计算 函数 ， 它 可 能 是 一 个 多 项 式 : 
Y. ee 
D(X)-o5x —ax —J 


众所周知 ， 任 何 奇数 次 《最 大 的 指数 ) 的 实 多 项 式 都 全 少 有 一 个 实 
根 ， 也 就 是 说 ， 有 一 个 值 x 使 得 这 个 多 项 式 的 值 为 0。 

对 于 多 项 式 g(x)， 通 过 观察 g(1)=-5， eg(2)=21， 可 以 缩小 根 的 范 
围 。 这 个 根 必 须 介 于 1 和 2 之 间 。 

数字 1 和 2 就 是 图 灵 描 述 中 的 wk 和 B8， 你 可 以 发 现 w < BA O(a) 
<0<(8)。 因 为 这 个 函数 是 连续 的 〈 即 没有 中 断 ) ， 所 以 存在 一 个 值 
y， 它 介 于 a 和 BB 之 则 ， 有 晶 g(y) 的 值 为 0。 我 们 目标 束 是 计算 这 个 y。 我 
们 可 以 在 qa 和 BB 的 中 间 选 择 一 个 数 ， 如 1.5， 计 算 g(1.5)， 结 果 为 
3.125。 因 为 3.125 大 于 0， 上 所 以 可 以 把 1.5 作 为 新 的 8 值 。 现 在 我 们 知 
道 根 是 1 和 1.5 之 间 的 某 个 数 。 再 尝试 1.25。g(1.25) = (1.921875, 245 
果 小 于 0， 因 此 把 1.25 作 为 新 的 a 值 。 现 在 我 们 知道 这 个 根 介 于 1.25 
和 1.5 之 间 。 每 一 步 都 可 以 把 这 个 根 约 束 在 一 个 更 小 的 范围 内 ， 事 
实 上 就 是 在 计算 这 个 根 。 

和 粗略 地 说 ， 如 果 一 个 数列 中 两 个 连续 数 的 差 的 绝对 值 越 来 越 
小 ， 那 么 我 们 称 这 个 数列 是 收敛 的 。 “我 说 “粗略 地 ?是 因为 在 序列 
的 前 面部 分 ， 这 些 锚 值 的 绝对 值 可 能 不 会 变 小 。) 任何 实数 都 可 以 
表示 成 一 个 有 理 数 的 收敛 序列 。 最 简单 地 ， 可 以 使 用 如 下 的 有 理 数 


Qi = 


guo 

a, — 3.14 

a, = 3,141 
a, = 3,1415 
a. = 3/14159 


Ke EA EA, “EAN AB Re F EERO., KS PI EC 
HJ. FAVA ZE SE AY PA AS BY Fe RR BY), Ua. Alla, 25 730.0005, 
iia, Ala, HJ A 7Y0.00009 . 

BPE, FIX SAHA) Se CG Aepsilon) KR. VR 
可 以 选择 任意 小 的 se 值 ， 如 0.0001。 对 于 这 个 s 值 ， 如 果 存 在 某 个 
数 N， 使 得 对 所 有 的 n > N 和 m > N， 对 应 项 a Ma 的 差 的 绝对 值 都 小 
于 我 们 所 选 的 任意 小 的 数 ， 即 Sn Sm “ ， 则 该 序列 是 收 得 
的 。 在 上 面 的 例子 中 ，g 的 值 为 0.0001，N 为 3， 因 为 


a, -4s| = 0.0001 ， 当 n 和 mm 大 于 3 时 ，a 和 a, 的 差 也 同样 会 小 











于 0.0001。 
图 灵 以 美 似 的 方式 定义 了 可 计算 收敛 。 


Computable convergence. 


We shall say that a sequence fj, of computable numbers converges 


computably if there is a computable integral valued function N(n) of the 
computable variable rj, such that we can show that, if n > 0 and n > N(n) 


[Bn — Pm| < €. 


and m > N(n), then 


可 计算 收敛 
如 朵 对 于 可 计算 变量 e 存 在 一 个 可 计算 整数 函数 N(e)， 使 得 对 于 


ga 20, NE), m>Ne), MIB, -B, 
RA TG pr er ETE SEZ BFP 9B, 73 A YE SHY o 





E E 
i 那么 


在 这 里 ， 序 列 中 的 数 必须 是 可 计算 的 ， 图 灵 还 要 求 e 是 可 计算 
的 ， 且 N(e) 是 可 计算 函数 。 


We can then show that 

(vii) A power series whose coefficients form a computable 
sequence of computable numbers is computably convergent at all 
computable points in the interior of its interval of convergence. 


我 们 可 以 证 明 
(vii) 如 果 一 个 宕 级 数 的 系数 构成 了 一 个 可 计算 数 的 可 计算 序 
列 ， 那 么 这 个 宕 级 数 在 其 收 笋 域内 的 可 计算 点 处 是 可 计算 收敛 的 。 


一 个 车 级 数 是 形 如 ; 
2 3 4 
GL OUI DISQUE HOW «cxx +... 


HJZGBR RI. ERZAR, PRAT DAE = H IE 5% PR a A eZ BI 
式 表 示 出 来 : 

x x x 

SsIn(X)—X—— tt 

3| 55 WF 

这 些 系数 (Bla ff Æ 0. -1/3!. 0. 1/51. O0. 1/75, TEE. 3X 
ie Ze SR Ru VEU. EEL fex T ORTIZ] us 
SX. 23 — HSM EXEAT [E A, 38 Y EUER ZU SION S fX 
Aral A, 1ESEBAZADN T RET A ECE © DSL Zio HE CHE AY ih 
A, AT OAL as oR All eG IZ GCSE FY BEY e 





(viii) The limit of a computably convergent sequencee is 
computable. 


(viii) 可 计算 收敛 序列 的 极限 是 可 计算 的 。 


n RETE HRR, USC BIR MAF EH PA Bo ERI PU 
XE TE PRI BEN AS] RT EE LA, PRR. BEE) PA BOUL 
SPA BUS, ROR ISCIIF AS T PB BCT DUEL 


And with the obvious definition of “uniformly computably 
convergent”: 

(ix) The limit of a uniformly computably convergent computable 
sequence of computable functions is a computable function. Hence 

(x) The sum of a power series whose coefficients form a 
computable sequence is a computable function in the interior of its 
interval of convergence. 


根据 “一 致 可 计算 收敛 ”的 定义 ， 显 然 有 : 

(ix) 由 可 计算 函数 组 成 的 一 致 可 计算 收敛 的 可 计算 序列 的 极限 
是 一 个 可 计算 函数 ， 因 此 

aa L RAE B n] VEMEHE VIR BY A Re CE SE EX VJ 
的 可 计算 函数 。 


根据 这 些 定理 ， 图 录 忌 结 出 所 有 的 代数 数 和 一 些 第 见 的 超越 数 
部 是 可 计算 的 。 


m=4(1-5+2-...) 


From (vii) and we deduce that rt 


iscomputable. 
1 1 
e= 141+ 21 pom qeu 
From 2 3! We deduce that e is 
computable. 
[257] 


From (vi) we deduce that all real algebraic numbers are 
computable. 


] 1 
a-a 
" JA (viii) #0 3 59 ,我 们 可 推出 x 是 可 计算 
| | 
.© 二 | 十 1 二 一 十 一 十 … 
从 2! 3! 可 以 推出 e 是 可 计算 的 。 
从 (vb 中 ， 可 以 推出 所 有 的 实 代 数 数 都 是 可 计算 的 。 


器 想 一 下， 代数 数 古 多 项 式 方 程 的 根 。 


From (vi) and (x) we deduce that the real zeros of the Bessel 
functions are computable. 


MDMP, RAIER HB. DU SE OK PR SES a ce A PY e 


DU SER BBE LTT FE — Pls A E AUG Alo E PR 
TUBE ES. BUS We A SSAA. XXX. TRANI 
数 和 一 些 不 太 知 名 的 函数 。 

图 灵 之 前 说 要 证 明定 理 (i)， 该 定理 断言 任何 整数 变量 的 以 可 
计算 函数 递归 定义 的 图 数 是 可 计算 的 。 


Proof of (ii). 


(ii) AY WE AR o 


fEBIOT HIF, ARE f NARAWH, y)， 如 果 g(x) =y, 
WH x, y) 为 真 。 而 且 介 绍 了 当 m ze(n)h], BUS anf uEB] aS 


(n) ,,C9(n)) sff j 07 : j C? 
m uia ) 和 alll ) 的 公式 。 那 个 证 明 建 立 了 
疯 数 g(x) 的 可 计算 性 。 


当前 的 证 明基 于 早先 的 证 明 ， 但 是 这 里 他 用 n(x) 巷 换 了 g(x)， 


a 


nO)=r 
n(n) = o(n,n(n—-1)) 


Let H(x, y) mean “n(x)=y”, and let K(x, y, zZ) mean “g(x, y)=z”. 


&H(x, YERI = y. HSK, y, Zz) 表示 g(x, y) = Zo 
对 于 阶乘 的 例子 : 
p(x, y)5xX* y 


AI UEK(x, y, Zz) 束 古 Product(x, y, z). 


Qi 


— 


, is the axiom for g(x, y). 
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— Egla, y) 的 公理 。 


Qi 
这 个 ” ,公理 需要 提供 对 谓词 Kx, y, z) 的 支持 。 对 于 阶乘 的 
例子 ， 这 个 公理 包括 对 后 继 、 谓 词 Sum 与 Product 的 公理 。 下 而 n(x) 
的 公理 更 加 详尽 。 


DI 


We that ~ , to be 


Ily & P &(Fx,y) > Glx,y)) & (GG, y) & Gly,z) + Glx,z)) 
& (F^ > Hu, u^) & (Fv,w) & H(v,x) & K(w,x,2) > H(w,2)) 
& |H w,2) & Glz, t) v G(t,z) > (—H(w,t))}. 


D 
我 们 将 ~ ,定义 为 : 
91, & P &(Fix,y) > Glx,y)) & (Gi, y) & Gy,z) > G(x,2)) 


& (F^ + H(u,u")) & (Flv,w) & H(v,x) & K(u,x,2) ^ H(w,z)) 
& [H(w,z) & Gle, t) v G(t,z) + (-H(w,t))]. 


这 和 古 图 元 第 三 次 使 用 名 为 G 的 谓词 ， 它 们 有 着 不 同 的 定义 。 然 
Hj, WKN Mase: EMEK P AA DAKE, RRI 
ABIX TS RA De, BB (te Rae 4S Ti) 
(Proceedings of the London Mathematical Society) AK SARK 
ei oe MEM CX fm TEV Ha TEAS BY 2 16 
。 在 修订 的 论文 中 ， 图 灵 声 称 G(x, y) 可 以 阐述 为 “x 在 y 之 前 ”或 y 
e 像 往常 一 样 ，F 谓 词 就 是 后 继 函数 。 
D S 
“是 7 个 表达 式 的 合 取 ， 以 7 。 和 P 开 始 。 第 三 个 表达 式 
表明 ， 如 果 y 是 x 的 后 继 ， 那 么 y 大 于 x。 第 一 行 的 最 后 一 个 表达 陈 前 
X^ I GERZXHS PX TE CU Ry A Fx, ok Fy, 那么 z 大 于 x) 。 
第 二 行 的 第 一 个 表达 式 表 明 H(u, PNA, 这 意味 着 n(0) =r. 
BARERA: 


(F(v,w)& H(v. x) & K(w,x,z) 2 H(w,z)) 


MAA eet, WRw=v+1, Hn(v)-x. e(w,x) 
=z, HA n(w) =z, 或 者 : 


n(vt+ l= (v 7 L n(v)) 


这 是 男 一 种 阐述 n 大 于 0 时 n(n) 的 一 般 公 式 的 方法 。 
Q| 


的 最 后 一 个 表达 式 是 
IH (w,z) & G(z,t) v G(t,z)  (—H(w.t))| 


注意 这 里 的 一 对 G 请 词 ， 它 们 的 参数 互 换 了 。 这 是 将 G 子 数 并 
入 到 此 公理 的 唯一 原因 。 当 z 不 等 于 t 时 ，G 会 有 一 个 表达 式 为 真 。 
HARENNE, WRH, z) 为 真 ， 那 么 对 所 有 不 等 于 z 的 t，H(w,， 
0) 为 假 ， 换 言 之 ，n(w) zt。 


Qi 
如 果 A AURE IANA, WRERREN 
的 不 存在 ， 那 么 读 起 来 会 更 加 舒服 。 


DI 


I shall not give the proof of consistenc of ~ „ Such a proof may 
be constructed by the methods used in Hilbert and Bernays, Grundlagen 
der Mathematik (Berlin, 1934), p. 209 et seq. The consistency is also 
clear from the meaning. 


我 不 会 给 出 一致 性 的 证 明 。 这 些 证 明 可 以 由 希 尔 伯 特 和 
贝 奈 斯 所 车 《 数 学 基础 》 (Berlin，1934) 一 书 第 209 页 中 所 用 的 方 
法 构造 。 从 这 个 含义 来 看 ， 一 人 致 性 也 非常 清楚 。 


这 古 指 大 部 分 内 容 由 瑞士 数学 家 你 区: 贝 条 斯 手 与 的 第 1 耸 ， 他 
在 可 廷 根 时 开始 写 这 本 书 。 因 为 是 狐 太 人 ， 贝 条 斯 在 1933 年 失去 了 
教授 的 职称 ， 并 于 1934 年 移居 到 办 歼 世 。《 效 学 基础 》 的 第 2 疮 在 
1939 年 出 版 。 这 本 书 当 时 备 党 推 示 ， 但 从 未 翻 详 为 天 文 版 。 贝 条 期 
TE Ed CF] VE SC ACHE Y 06 71 EYE. TEA RAR YE OCT VI 8 
H, RIRIS cH Th s zr. ial ME Ve - DB APSR 
于 判定 性 问题 无 解 - 和 -的 短 论文 也 受到 相同 每 遇 ， 他 同样 附 上 了 修 


9I 


i 并 在 脚注 上 说 明 “ 作 者 感激 保罗 : 贝 条 斯 先生 指出 了 这 个 
B X 

尽管 贝 共 斯 从 1935~1936 年 都 在 高 等 研究 院 ， 但 他 在 图 元 抵达 
普林斯顿 前 就 回 到 了 苏黎世 ， 很 显 然 他 们 从 没 见 过 面 。 

图 灵 所 引用 的 页 数 是 在 数论 那 一 节 的 开始 处 。 束 是 在 那 一 页 ， 
由 奈 斯 引入 了 Ri 谓词 ， 这 与 图 灵 的 G 谓 词 相 同 。 贝 奈 斯 为 他 的 大 于 
谓词 (这 里 我 将 其 转换 为 图 灵 的 记号 ) 列举 出 了 公理 ， 可 以 看 出 图 
灵 在 多 大 程度 上 忽略 了 这 些 细节 : 


(x)- R(x, x) 
() YR: »)& R(v.z) 9 R(x.2) 
ox) (av) R(x. y) 


第 三 个 公理 提醒 我 们 ， 和 存在 一 个 不 大 于 任何 数 的 数 。 这 个 数 通 
前 十 0 或 1， 依 顿 于 人 们 对 于 目 然 数 的 定义 。 在 《数学 基础 》 的 同一 
页 列 出 了 贝 共 斯 后 继 函 数 〈( 称 为 5$〉 的 公理 : 


(x) (Ay) S(x,y) 
(3x)(v)- S(x.y] 
(x)(y)(7)(s)(S(x.7)&S(y.7) & S(s.x) > S(s.v)) 


KIEA ay PE, ERA oe AS] Hl REX lE ze f Ee Sc rp f 
用 的 ， 而 他 却 忽略 了 这 一 页 上 的 公理 。 

图 灵 在 这 里 用 到 了 归纳 法 证 明 ， 这 种 证 明 方 法 特别 适合 数论 和 
其 他 一 些 只 涉及 目 然 数 运算 的 应 用 。 在 归纳 法 证 明 中 ， 一 个 公式 
(或 其 他 的 东西 ) ESCA UE RA EON AE. ROIS fel. PAI 
AY DE SB Any AAR. FE I, uEHjfEn + 1 时 公式 
WAR. DERE P nuEB] A, ARYA BOSLBE US Zi ifo] n 
+1W AH. DNAX—JIPRWEHBDS T O7, 35208 T0-1-cHB 
D 也 为 真 ， 而 义 因 为 对 于 1 为 真 ， 所 以 对 于 1+1《“ 即 2) 也 同样 成 
AL, WRUCAR TE . 

RRRA p FB], BIERE CTE Y Jal, gf 
以 归纳 的 过 程 作为 开始 ， 并 指明 如 果 公 式 对 于 n-1 为 真 ， 那 么 对 于 n 


也 为 真 。 他 先 做 了 假设 。 


Suppose that, for some n, N, we have shown 


9(, & FX) Hu a 


假设 对 于 某 个 n 和 N， 我 们 有 : 
A e Fo _, gum Pe, 
ol 


FIBI A Axe ,公理 的 直接 结束 ， 这 个 公理 文 持 命题 
pA) BLK o 


then, for some M, 


Ny & FD  K(u™, ue), y 0), 


则 对 于 某 个 M， 
a, & ia z; K [ui j 079). ha) ). 
A 一 2L 
同样 ， 因 为 “ Ó 很 
Qt Az FU) = 4 [ui ; gi | ,, P0) | 


如 朵 将 我 们 已 知 为 真 的 表达 式 在 右 侧 形成 合 取 式 ， 则 上 式 仍 为 
真 。 一 个 是 用 FW9 表 示 的 平凡 的 后 继 函 数 ， 为 一 个 则 是 原始 的 了 请 


显然 ， 


词 假设 


YL, & FM _, F(u9-D yu) Hu uo -9)) 
& K(u™, uo»). uf), 
2, & F^? > F(u" u )&H (un? a) 


&K (u u Pe a j; ee), 


, Dl 


这 里 开始 及 ,公理 中 的 形式 ， 图 元 将 其 抽取 了 出 来 : 


and 


Y, & FD > Fu?) & HU? wl?) 
& Ku in) jl a-D) u 9) + Hlu™, um. 


JF HR. 
A&F an) y F a P | &H ji a mn | 
EK uS 199 un. = H(u im J. 
4E 98 — ^ Zi AST EJ AG IU vl ,会 理 的 倒数 第 二 个 表达 式 ， 用 


UM, yD yo FA yor- DE AEA FA Hew V. zx. 将 这 两 个 公式 


合并 


Jy & FO > H(u(?, uG)), 


Hence 


M el UH Rr Ca ud P 
因此 ， 


这 就 完成 了 证 明 的 归纳 部 分 。 图 灵 还 未 证 明 公 式 在 0 处 为 真 ， 
下 面 束 开始 证 明 。 


Alco 95; & FO > H(u,u 9), 


AW a E H (u.u | : 
同样 ， | i 

OM FE KGS FH hn (O) SF REA S ro ESTAS. X FE 
何 n 公 式 为 真 。 


Hence for each n some formula of the form 
9, & FO > Hu, we?) 


is provable. 


因此 ， 对 于 每 一 个 n， 符 合 下 列 形 式 的 公式 
YA & PM) +» H (u oe) 
" | : 


是 可 证 明 的 。 


现在 有 必要 证 明 ， 对 于 《不 是 图 元 在 下 一 句 话 中 说 的 TD) ， 
AS SLi As HH GE o 


Also, if M' > m and M' > m and m > n(u), then 


9L, & pon _, Gu) | u™) y G(u e, u C) 


同样 ， 如 果 M' ABA 
9, & POY cs Gl) un 





也 束 古 说 ， 如 来 mzn), Ama KT Bae) Fr(n)- 


[258] 
and 


9l, & FP! > atu! (nin) Uv Guu | (u(n)) 
& Hu 00) > (—H(u'"^, um, 


JF H. 
A, pt V [gii ; u |v G(u” £d 


Ir o) ye "la a (Hu P 
E" 


hs — ^l BRL UR ET 2I ) 公 理 的 最 后 一 个 表达 陈 的 重新 


HR, RERS HE, Nu, uM AU 4p ANE Sw. z. T4 
这 两 个 公式 合并 ， 


2, & FO) > (—H (un) 
Hence  ' | 
The conditions of our second definition of a computable function 
are therefore satisfied. 


Of & ARM) a L Hin) pm) y 

lt YI &F "E ( Au’ u 2). 

对 于 可 计算 函数 的 第 二 个 定义 的 条 件 也 满足 了 。 
这 里 的 “第 二 个 定义 ”是 指 本 书 第 220 页 以 “一 种 等 价 的 定义 是 这 
样 的 ”开始 的 等 价 定义 。 他 已 经 表明 ， 可 以 创建 以 下 形式 的 两 个 命 


re: 


A, & F° +H Ci | 


2 &puM s [-B (uu) 


对 于 每 一 个 n 和 m， 其 中 一 个 是 可 证 明 的 。 


Consequently n is a computable function. 


因此 ，n 古 一 个 可 计算 函数 。 


下 一 个 证 明 包 含 了 论文 (及 本 书 ) 中 关于 图 灵机 最 后 出 现 的 那 
个 表 。 这 台 机 器 将 用 来 证 明 图 灵 的 定理 (iii)。 该 定理 声称 ， 如 时 
mm 那么 g(n, 门 是 mn 的 可 计算 

这 个 证 明 展 示 了 计算 一 个 定义 域 为 目 然 数 而 值 域 为 实数 的 函数 


的 技巧 。 对 相继 的 参数 〈n 等 于 0、1、2 等 ) 开始 计算 这 个 函数 ， 而 
Ste sen TS Ba, PRT PELE T o 


Proof of a modified form of (iii). 


Suppose that we are given a machine , which, starting with a 
tape bearing on it əə followed by a sequence of any number of letters 
“F” on F-squares and in the m-configuration b, will compute a sequence 
yn depending on the number n of letters “F”. 


IFF (ii) 42 XX B UE] 


f 


mwari A ， 该 机 器 初始 时 的 m- 格 局 为 b， 配 备 一 
条 以 a3 开始 且 在 后 面 的 F- 格 中 有 任意 个 字母 “FEF” 的 纸 带 ， 将 会 根 
据 “F” 的 个 数 n 来 计算 序列 y。 


纸 市 看 起 来 如 下 : 


eer IFI IF TFL TFL | PCT TTT as 

这 台 机 器 最 有 趣 的 地 方 在 于 ， 它 是 图 灵 在 这 篇 文章 中 提 到 的 与 
克 莱 尼 和 戴 维 斯 描述 的 重 构图 灵机 的 工作 方式 最 接近 的 一 次 。 这 全 
机 器 读 入 纸 带 上 以 一 类 字母 <F" 编 码 的 非 负 整数 ， 然 后 计算 此 整数 
的 函数 。 克 菜 尼 和 戴 维 斯 的 机 器 执行 的 是 数论 函数 ， 但 在 图 灵 永 远 
运行 机 器 的 精 依 里 ， 他 隐 含 地 假定 册 序 列 更 加 复杂 -可 能 是 mn 的 
立方 根 。 如 果 机 器 以 读 取 5 个 “F* 字 符 开始 〈 像 上 面 展示 的 纸 带 中 那 
样 ) ， 它 将 会 计算 5 的 立方 根 。 









If gn(n) is the m-th figure of yn then the sequence D whose n-th 
figure is gn(n) is computable. 


如 果 g_(m) 是 y, 第 m 个 数字 ， 那 么 第 n 个 数字 为 g, 的 B 序 列 是 可 计 


算 的 。 


人 例如， 函数 gw 返回 5 的 立方 根 的 第 12 个 二 进 制 数字 。 图 灵 给 出 
了 一 个 新 的 可 计算 序列 P， 对 每 一 个 n 包 全 了 g 的 一 个 数字 。 在 我 举 
的 例子 中 ，pb 序 列 的 第 一 个 数字 是 1 的 立方 根 的 第 一 个 数字 ， 第 二 个 
数字 是 2 的 立方 根 的 第 二 个 数字 ， 以 此 类 推 。 

图 灵 一 开始 已 经 假设 了 这 台 机 器 (无 论 是 一 个 立方 根 机 还 是 其 
他 不 同 的 东西 ) 是 存在 的 。 接 下 来 他 将 改造 这 人 台 机 器 ， 通 过 改变 一 
些 现 有 的 指令 并 增加 一 些 新 的 指令 ， 来 创造 一 台 稍 微 不 同 的 机 器 。 

新 的 机 器 必须 能 够 以 可 变数 目的 F 字 符 运 作 : 一 开始 没有 字 
件 ， 然 后 是 一 个 F， 两 个 F 字 从， 等 等 。 在 计算 了 nn 个 in 是 字符 F 的 
个 数 加 1) 数位 后 ， 它 必须 停止 计算 ， 然 后 以 一 个 额外 的 管理 其 行 
为 的 F 字 符 重 新 开始 。 新 的 机 器 不 会 在 连续 的 F- 格 中 打印 数字 0 和 
eA 


图 姑 希 望 他 的 原始 机 如 是 一 个 标准 形式 ， 这 样 修改 起 来 束 容 易 


N 

We suppose that the table fir ' has been written out in such a 
way that in each line only one operation appears in the operations 
column. 


f 
同样 假设 A 的 格局 表 瑟 成 了 如 下 的 形式 : 每 一 行 的 操作 列 
中 只 有 一 个 操作 。 


对 于 这 些 改动 ， 图 灵 需 要 引入 一 些 新 的 字符 ， 包 括 希 腊 大 写字 
ALE 〈 读 为 xi) 和 @〔 读 为 theta) 。 他 同时 需要 替换 表 中 出 现 的 三 个 
字母 。 


We also suppose that £, ©, 0 , and 1 do not occur in the 


table, and we replace ə throughout by ©, 0 by 0 , and 1 by 1 


AMER WE. O, 0, 1 ANIA EWERKRP, FoR 


HO, 081473 u 19 HA 1 。 


当 图 灵 说 “将 a 替 换 为 9?， 并 不 是 指 在 纸 带 上 蔡 换 。 纸 带 上 仍然 
a re 他 意 指 在 格局 表 中 ， 读 到 a 时 就 将 
RANO. 

图 灵 在 这 里 并 没有 交代 ， 但 机 器 的 修改 还 要 求 在 机 器 中 并 没有 
用 到 hp 和 所 Heg os Bs Hi. Yo, UV 9. 94, Yo, Y 
对 新 的 定义 是 适用 的 。 


3 


Further substitutions are then made. Any line of form 


| Q PO 95 


we replace by 


Di Q PO re (35, u, A, k) 


然后 ， 做 进一步 的 蔡 换 。 对 于 以 下 形式 的 任何 一 行 
< Qt PO B 
我 们 将 其 蔡 换 为 
2l Ct PO ve(23, u, A, k) 


© on MB 
BF PRN AT RR TT EO, ANE o 格局 C 和 ， 以 
Ue 
Rega Frere MMe LTT. PRAY BEA Bl Fee 7S ER” PR 
5 IO 


Hp, XB CC JHKBHAÁY HON LAA — +h, REER ” 。 


如 来 它 个 能 找到 一 个 h， 那 么 转 问 格局 u , 
Foe i uA Ps y Ue D — cq 
正如 第 4 市 的 定义 ， 函数 使 用 了 依赖 于 中 央 元 首 虹 兵 的 


07 


”图 数 。 这 个 函数 不 能 调整 为 用 来 寻找 @ 哨 兵 的 图 数 。 
这 了 束 是 新 机 融 对 原始 机 送 打印 每 一 个 数位 时 的 操作 方式 。 当 新 
机 磺 以 新 数目 的 FE 字符 开始 运作 时 ， 纸 珊 上 jp 字符 的 个 数 会 比 F 字 符 


的 个 数 多 一 。 因 此 ， 机 融和 在 转 入 格局 uv 前 会 打印 户 人 的 0. 而 个 


720. 


and any line of the form 
9t x P1 Y5 
hi 9| Ql P1 re (95, v, A, k) 


并 将 以 下 形式 的 任何 一 行 

| OL P1 95 
BPA 
YI a P1 ve (95, v, h, k) 


) 

格局 u 和 x 南 要 打印 没有 上 划 线 的 真正 的 0 和 1 罕 符 ， 然 后 为 

下 一 数目 的 F 衬 符 准 备 纸 市 ， 并 重 司 机 规 。 图 灵 将 揭示 格局 和 
) 

x A sce FE S AEN « 


and we add to the table the following lines: 


pe(u1, 0) 


u] R, Pk, R, PO, R, PO ug 
ug re(ug, ug, A, A) 
ug peluz, F) 


开 且 我 们 在 表 中 增加 以 下 儿 行 : 


T pe(u1, 0) 

u1 R, Pk, R, PO, R, PO ug 

TP te (us, ug, k, A) 
ua pe(uo, F) 


U U 


在 格局 打印 了 一 个 真正 的 0 后 ， 打印 一 个 k 和 两 个 


O, WALA Due — TTE ER. feed u E u JHHh EE e 
每 个 Kk。《 在 前 一 轮 的 调整 中 ，h 字 人 符 被 将 换 为 K。) 对 于 每 一 个 转 


PRAAWK, TERRIA ETP. TERRI, FALE 


UM ul 


无 限 的 循环 ， 因 为 ich FEES BI y UA EDL Bl] 


U 


)。 和 蔡 换 函数 的 形式 十 : 
ve (us, b, kh, h) 
GURY SAFER STK, HAS ee MU eg b TR 


Boe, M b 是 原 机 器 的 初始 格局 。 格 局 b 与 之 非常 相 
以 ， 除 





打印 的 征 1 而 不 古 0。 


Y 


C RK, PG, R, Ph b. 


and similar lines with 
following line 


for u and 1 for 0 together with the 


* 
同样 用 x (tu, 14400, FME Ff: 
C R, Ps, &,Ph b. 
遗憾 的 是 ， 这 里 还 存在 男 一 个 错误 。 不 应 该 打印 h， 应 该 打印 
新 式 的 哨兵 符 : 
¢ R, Pu, R, PO, R, PO 


N 
We then have the table for the machine * ‘which computes f. 


The initial m-configuration is , and the initial scanned symbol is 
the second a. 


—Q————— 制定 了 格局 表 。 初 始 的 m- 格 局 
MAGEE. 


MV WV 
我 们 来 看 看 它 是 否 能 运作 。 机 器 » 是 A 的 修改 版 ， 


N 


EBT AAG Ee BY EN BFF BIBT. T | 





= | 4 
一 并 没有 在 任何 地 方 用 到 。 现 在 机 器 跳 到 格局 上 ,两 
个 9@ 代 蔡 之 前 的 中 央 元 音 作为 哨兵 。 这 里 没有 读 到 F 字 符 ， 因 此 计 


算 的 是 0 的 立方 根 。 当 它 需 要 打印 第 一 个 O 时 ， 它 也 竹 试 大将 第 


u 
一 个 h 蔡 换 为 k。 因 为 没有 hh 字符， 所 以 机 器 转 到 格局 。 这 个 格 
局 在 纸 这 上 打印 一 个 真正 的 0， 后 跟 一 个 K 和 两 个 9: 


aļe|zlolol-| | ee La 





u u 
格局 ,和 -组 成 了 一 个 小 循环 来 将 每 个 k 符 换 为 hp， 并 






引 jajzlelel.| | lojhjo REE, 


这 里 没有 可 转换 为 h 的 k 了 ， 因 此 机 器 转 同 格局 b JF ALY) 
RETF RATT LITT AR Be, LEA La tT EN“ 


1 


， 并 且 把 h 变 为 k， 束 这 样 持续 下 去 。 下 一 个 数字 古 0， 因 此 它 
打印 一 个 O o INAS LS , ACL a SS iA I8) u 
打印 真正 的 0 及 一 个 K 和 两 个 9。 


elalzjejol.]| | [0jkjejOjr).| olkelel le 





这 里 还 有 一 个 错误 ， 但 我 乙 前 并 没有 修改 。F 字 符 需 要 位 于 F- 
格 中 ， 因 此 它们 之 则 需要 有 空格 。 不 管 怎 样 ， 已 经 没有 可 以 转换 


ASAE Y. LCA Lae AP BU J b 计算 2 的 立方 根 。 

有 J 了 第 10 市 的 总 结 ， 图 灵 很 满意 于 他 所 定义 的 计算 模型 ， 这 个 
模型 形 却 化 地 包含 了 所 有 算法 可 能 需要 的 东西 。 现 在 他 已 经 准备 
Wf, SEPA A FE VE IA) TCH So 
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AeA EAA AK D I, ALORA OHS KATIE. Ja — FH 
ME SVE, FEAR SE UE RA CB Bee ea, SX UEBA TK 
初始 假设 推导 会 导致 巴 盾 。 

还 有 一 些 方法 既 不 从 正面 证 明 ， 也 不 从 反面 证 明 ， 它 构建 出 显得 有 
些 神 秘 而 放任 的 详尽 结构 ， 看 起 来 似乎 完全 回避 了 证 明 的 对 象 。 正 当 推 
导 的 整个 中 心 变 得 完全 模糊 ， 你 准备 放弃 看 到 结果 的 希 户 时， 突然 灵 光 
浮现 ， 联 明 的 数学 家 束 完 成 了 证 明 。 

TEMALE, ARON mee, ANA RIESE RH 
前 述 了 “判定 性 问题 不 可 解 ”。 这 在 当时 是 一 个 非常 重要 的 结论 ， 图 灵 构 
建 的 结构 文 撑 了 这 一 结论 〈 现 在 称 为 图 灵机 的 虚构 设备 ) ， 最 终 比 现在 
吸引 我 们 注意 力 的 实际 证 明 更 显得 有 趣 ， 也 更 侦 果 累累 。 

图 灵 在 论文 的 第 8 节 为 这 个 证 明 做 了 铺垫 。 虽 然 这 在 当时 还 显得 并 
不 重要 ， 但 他 还 是 很 仔细 地 证 明了 ， 不 能 设计 一 全 执行 通用 有 限 过 程 的 
图 元 机 来 判定 另 一 全 图 灵机 是 否 打印 了 数字 0。 中 间 两 节 (9 和 10)〉 表明 
人 
SF VDI AY o 

FEIT, KRITA Sh Las Be ra A n] f H Ne RT 
言 表示 的 。 然 后 他 以 这 种 馆 辑 构造 了 一 个 公式 ， 当 且 仅 当 机 需 打印 了 数 
字 0 时 公式 才 是 可 证 明 的 。 如 果 公 式 是 可 判定 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 可 以 
判定 它 是 人 否 是 可 证 明 的 ， 那 么 我 们 可 以 构造 一 个 通用 过 程 来 判定 机 需 是 
人 否 打印 了 0， 我 们 已 经 知道 这 是 不 可 能 的 。 


[259] 
11. Application to the Entscheidungsproblem. 
The results of 88 have some important applications. In particular, 
they can be used to show that the Hilbert Entscheidungsproblem can 
have no solution. For the present I shall confine myself to proving this 


particular theorem. For the formulation of this problm I must refer the 
reader to Hilbert and Ackermann's Grundzüge der Theoretischen Logik 
(Berlin, 1931), chapter 3. 


11. 在 判定 性 问题 中 的 应 用 
8$8 中 得 到 的 结论 有 一 些 重要 的 应 用 ， 特 别 是 可 以 用 来 证 明和 希 尔 
伯 竺 的 判定 性 问题 无 解 。 现 在 ， 我 就 来 证 明 这 个 定理 。 全 于 这 个 问 
题 的 构造 ， 我 强烈 建议 读者 疯 读 布尔 伯 特 和 阿 死 受 所 闭 的 《数理 进 
AJ) (Grundzüge der Theoretischen Logik, Berlin, 1931) 的 第 
3 章 。 


那 本 书 实际 上 是 1928 年 出 厂 的 ， 共 四 章 120 页 ， 第 3 章 大 概 位 于 该 书 
的 三 分 之 一 处 ， 章 名 是 Der engere Funktionenkalkiil， 即 “ 受 限 函数 演 
算 ”， 也 就 是 我 们 今天 束 知 的 一 阶 谓 词 逻 辑 。 作 者 写 道 : 


Das Entscheidungsproblem ist gelóst, wenn man ein Verfahren 
kennt, das bei einem vorgelegten logischen Ausdruck durch endlich viele 
Operationen die Entscheidung uber die Allgemeingultigkeit bzw. 


Erfullbarkeit erlaubt.... [Das] Entscheidungsproblem mu als das 
Hauptproblem der mathematischen Logik bezeichnet werden. 

当 我 们 知道 一 个 有 限 操 作 的 过 程 可 以 确定 任何 给 定 表达 式 的 正 
硝 性 和 可 满足 性 时 ， 这 个 判定 性 问题 融 是 可 解 的 .……… 判 定性 问题 理 
应 看 作 数 理 馆 辑 的 主要 问题 。 


这 里 ， 希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 使 用 正确 性 (validity〉 和 可 满足 性 
(satisfiability) 来 表明 判定 性 问题 的 语义 形式 。25 年 后 ， 威 廉 . 阿 殉 曼 
在 他 的 小 书 《 判 定性 问题 的 可 解 情况 》 (North-Holland 出 版 公司 ， 
1954) 中 从 语义 角度 继续 研究 了 判定 性 问题 。 

图 灵 使 用 了 一 些 稍微 不 同 的 词语 来 描述 判定 性 问题 。 他 用 开 《〈 可 能 
代表 Kalkiil) 来 表示 和 硕 尔 伯 特 的 受 限 函数 演算 。 


I propose, therefore, to show that there can be no general process 


9| 


for determining whether a given formula ~~ ofthe functional 
calculus K is provable, i.e. that there can be no machine which, supplied 


y y 


with any one ~ 


of these formulae, will eventually say whether 
is provable. 


因此 我 认为 ， 不 存在 一 个 通用 过 程 来 判定 一 个 给 定 的 函数 演算 


5 
KWAR y EUER, Eie, MEERE: 为 它 所 供 


yl yl 
这 些 公式 中 的 任意 一 个 > ， 而 最 终 能 说 明 I 是 否 可 证 明 。 


通过 使 用 词 “ 可 证 明 ”， 而 不 是 “正确 性 ”或 “可 满足 性 ”， 图 灵 表 明 他 
正在 从 句法 的 角度 接近 判定 性 问题 。 逻 辑 的 句法 方法 与 公理 和 推理 规则 
系统 相关 。 一 个 公式 被 认为 是 可 证 明 的 (也 就 是 说 ， 该 公式 是 定理 ) ， 
只 有 当 它 是 公理 或 者 可 以 使 用 推理 规则 从 公理 中 推导 出 来 时 才 成 立 。 一 
阶 人 逻辑 的 语义 和 人 句法 方法 等 价 于 哥 德 尔 在 1930 年 提出 的 完备 性 定理 。 

根据 第 9 节 和 第 10 节 的 讨论 ， 图 灵 现 在 可 以 声明 ， 如 果 没 有 机 器 可 
以 实现 通用 判定 过 程 ， 那 么 也 不 存在 人 可 以 进行 的 通用 判定 过 程 。 

在 1936 年 ， 疯 谈 图 灵 论 文 的 读者 并 不 精通 完备 性 、 不 完备 性 和 可 判 
定性 之 间 的 细微 区 别 ， 可 能 会 困惑 于 哥 德 尔 的 不 完备 性 证 明 (出 现在 一 
遍 标 题 中 含有 unentscheidbare Sitze 即 “不 可 判定 命题 ”的 论文 中 ) 和 图 灵 
的 证 明之 间 的 关系 。 事 实 上， 图 灵 在 论文 的 第 一 页 已 经 说 了 “可 以 得 到 
与 哥 德 尔 的 结论 大 致 相似 的 结论 ”( 本 书 第 57 页 ) 。 他 需要 在 这 个 主题 
上 更 详尽 地 阐述 一 下 。 


It should perhaps be remarked that what I shall prove is quite 
different from the well-known results of G6". Gödel has shown that (in 


y 


the formalism of Principia Mathematica) there are propositions 


yj yj 
such that neither ~ nor— ~ is provable. As a consequence of 
this, it is shown that no proof of consistency of Principia Mathematica 
(or of K) can be given within that formalism. On the other hand, I shall 


show that there is no general method which tells whether a given 


9 


formula ~~ is provable in K, or, what comes to the same, whether the 


9 


. . . ~- 。 。 。 。 
system consisting of K with — adjoined as an extra axiom is 
consistent. 





* Loc. cit. 


这 里 需要 注意 的 是 ， 我 将 要 证 明 的 结论 与 著名 的 哥 德 尔 的 结论 
非常 不 同 。 哥 德尔 已 经 表明 (在 数学 原理 的 形式 主义 中 ) 存在 命 
of A A 
i T^, peg m n. EARTEN, AOAR, dE 
该 形式 范围 内 不 能 给 出 数学 原理 AK) 的 一 致 性 的 证 明 。 另 一 
方面 ， 我 将 展示 的 是 不 存在 一 个 通用 方法 来 判定 一 个 给 定 的 公式 
在 K 中 是 否 可 证 明 ， 或 者 换 一 种 表达 方式 ， 由 K 和 一 条 额外 公理 公 - 
| 


组 成 的 系统 是 合 一 致 。 





t Loc. cit. 


可 德尔 的 定理 和 图 灵 的 定理 从 相反 的 方向 来 处 理 可 判定 性 。 哥 德尔 
UAE, FEE EASED SEDC IB. EMEA 
可 判定 的 。 

图 灵 提 及 的 “一 般 方法 ”是 一 个 判定 过 程 ， 对 任何 公式 进行 分 析 并 判 
定 其 可 证 明 还 是 不 可 证 明 的 算法 。 图 灵 将 证 明 不 存在 这 样 的 通用 判定 过 
B. 


即使 存在 不 可 判定 命题 ， 我 们 也 能 想象 存在 一 个 判定 过 程 。 在 分 析 


可 德尔 的 不 可 判定 命题 时 ， 需 要 意识 到 命题 及 其 反 命题 都 是 不 可 证 明 
的 。 


If the negation of what Gódel has shown had been proved, i.e. if, 


9l df Y 


foreach ~" either "^ or— ™" is provable, the we should have 


an immediate solution of the Entscheidungsproblem. For we can invent 
CU 


amachine ~ ~ which will prove consecutively all provable formulae. 


-K of N 


Sooner or later ' will reach either "^ or—  . If it reaches 


9l 9 9l 
7" then we know that ~~ is provable. If it reaches — ~~ , then, 
since K is consistent (Hilbert and Ackermann, p. 65), we know that 


9 


is not provable. 


AR AY FS AR PT ER e B sc fi e CLER EH, MURATE 
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都 可 证 明 ， 那 么 我 们 应 该 能 够 立即 得 到 判 
K 

XE PE TH) LAA. LA BA AHA Las ”“”， 它 可 以 相继 证 
S 

明 所 有 可 证 明 的 公式 ， 这 人 台 机 器 早晚 会 证 明 ^ o > >o URHE 

A 9l Y 


明了 ， 那 么 我 们 就 知道 “YY》“ 可 证 明 。 如 果 证 明了 - , H 
LANKEAA C (aOR ARS). B65) ， 所 以 我 们 


5 
知道 ul 是 不 可 证 明 的 。 


m 
(Hx ES RS Ae LANI BRI K CREW Mila RIEP Ab 
SA A we Fis OR AB ETE TS A XE TEE Ta] UT SCI PAE) © ANE FE THUS EAT XE 
xL Fixe RT BS Uic Bae Las. EVI Moe A ERA, AS 
是 一 合 需要 上 生年 的 处 理 时 间 和 世界 上 所 有 内 存 资源 的 计算 机 。 
哥 德 尔 的 结论 并 没有 页 定 一 个 通用 判定 过 程 的 葵 础 ， 图 灵 的 证 明 仍 
然 是 必须 的 。 


Owing to the alsence of integers in K the proofs appear somewhat 
lengthy. The underlying ideas are quite straightforward. 


Corresponding to each computing machine ` we construct a 


M 


formula Un ( ^ ' ) and we show that, if there is a general method for 


, 


determining whether Un (~ ^ ) is provable, then there is a general 


, 


method for determining whether " ^ ever prints 0. 


HK PAGER, DATEI T SERE RIK, (ERAS HIE 
想 还 是 相当 和 直接 的 。 


对 应 于 每 个 计算 机 需 M ， 我 们 都 构造 一 个 公式 Un( | J; 


HHRH, OR ETE “Pa H1] 751 AA EUN M ye fu] UE 


明 ， 则 存在 一 个 通用 的 方法 来 判定 M EKF EJ f 0. 
图 灵 是 不 是 在 这 里 过 早 地 拌 了 包容 ， 用 “不 可 判定 ”(Undecidable) 


» i 


来 命名 公式 Un 呢 ? 这 个 Un( ”“ ) 公 式 起 到 了 反例 的 作用 一 一 没有 可 以 
成 芒 进 行 分 析 的 通用 判定 过 程 。 

你 可 能 会 四 起 ， 机 天 包含 了 一 系列 与 拧 作 相关 的 格局 。 在 图 元 介绍 
退 用 机 的 最 初 几 页 ， 他 使 用 “指令 ”一 词 来 表示 这 些 组 成 机 如 的 基本 元 


图 灵 需 要 用 一 阶 逻 辑 语 言 来 表示 这 台 计 算 机 器 。 每 一 个 指令 将 会 转 
换 为 一 个 公式 ， 这 个 公式 表明 了 指令 是 如 何 影 啊 机 器 的 完全 格局 的 。 你 
可 能 还 记得 ， 完 全 格局 是 在 机 器 进行 每 一 次 移动 后 纸 带 的 快照 。 完 全 格 
局 也 包括 机 器 的 下 一 个 m- 格 局 和 下 一 个 扫描 符 。 

图 灵 首 先 给 出 几 个 命题 函数 (用 现代 的 术语 说 就 是 谓词 ) 。 和 所 有 
的 命题 函数 一 样 ， 它 们 存在 真 值 ， 或 真 或 假 。 在 所 有 情况 下 ， 这 些 函 数 
的 参数 都 是 非 负 整数 ， 用 来 标注 纸 带 上 的 方 格 及 完全 格局 。 我 们 假定 ， 
纸 带 上 的 方 格 是 以 0 开始 编号 的 ， 这 表明 纸 带 是 有 起 始 的 ， 并 且 只 在 一 
个 方 同上 无 限 延 伸 。 

完全 格局 也 假设 为 是 依次 标号 的 。 数 字 对 (x, y) 表 示 完 全 格局 x 中 的 
特定 格 y。 尽 管 我 会 在 例子 中 使 用 实际 的 数 ， 但 在 图 灵 的 讨论 中 没有 出 
现任 何 数字 或 例子 。 

我 们 回想 一 下 图 元 的 样机 I， 它 每 隔 一 格 交 符 打 印 0 和 1。 下 面 是 前 
10 个 完全 格局 。 我 已 经 在 最 左 列 用 数字 标识 了 这 些 完全 格局 〈 标 题 CCx 
意思 是 “完全 格局 x*) ， 并 在 顶部 用 数字 标识 了 纸 带 上 的 方 格 。 同 时 ， 
我 用 带 下 标的 g 代 蔡 了 图 灵 原 来 用 于 表示 格局 的 字母 。 


XB Alas Hess IB BUE RA tes Bin ST 61 05 BL 
E 出 现在 方 格 中 的 m- 格 局 表明 ， 这 个 方 格 会 在 这 个 完全 格局 中 被 扫 
H 


”图 灵 的 许多 命题 函数 都 包含 了 作为 函数 名 一 部 分 的 下 标 。 这 些 命题 
UEMURA I He AHR NEA 
P 


The interpretations of the propositional functions involved are as 
follows: 
R,(x,y) is to be interpreted as “in the complete configuration x (of 


T 


) the symbol on the square y is S". 


所 涉及 的 命题 函数 的 解释 如 下 
— —! 
Rs". 


结尾 引号 前 的 S 漏 了 下 标 1。 回 想 一 下 ，5 ,是 一 个 空格 ，S ,是 0，5 ,是 
1。 在 样机 I 中 ，R。(5, 2) 为 真 ， 因 为 数字 1 出 现在 完全 格局 5 的 第 2 格 中 ; 
R.(5, 6) 为 假 ， 因 为 数字 1 没有 出 现在 完全 格局 5 的 第 6 格 中 。 


[206] 
I(x, y) is to be interpreted as “in the complete configuration x the 
Square y is scanned”. 


I(x, y) FY IRERE N EE IX, VRS SS ATS o 


EPEALI-A, KZU, 6) 为 真 ， 因 为 在 完全 格局 6 中 下 一 个 扫描 格 是 
6， 但 I(6, y) 对 于 其 他 任何 y 格 都 为 假 。 


K, (x) is to be interpreted as “in the complete configuration x the 
m 


m-configuration is q,,. 


KGO 可 以 解释 为 “在 完全 格局 x 中 的 m- 格 局 为 q,。 


句子 末尾 少 了 半 个 引号 。 对 于 样机 1， 函数 K,, OAA, TKA 
KADI. 


F(x, y) is to be interpreted as “y is the immediate successor of x". 


F(x, y) 可 以 解释 为 “y 是 案 人 x 的 后 继 ”。 


用 特殊 算术 记 坊 表示 就 是 y =x+1。 使 用 图 灵 早 先 引 入 的 日 然 数 记 
谓词 F(u",u"") 为 真 ， 但 是 经 过 适当 有 的 公理 化 后 ，F(u",u"") 应 该 为 
EX o 

BIA RT AIE, Ed DCDCUTXRS TF. HRR 47 PELA TEE eg AY a 
LER AL. WIAA ES DRE SOLIS HUE Je ee FA DY ESR. BR 
Jis WP ee 2 Se BET RAFT ERAS NI—ZRTP IRA. PSE 
BE 47 sem- NATS “MIT EN ATS, CU WSS AB 
E ; WESGLBESIRH Cn]. mBpAEBENCGKATSSD . LAG Em- 
H "m 

图 灵 接 下 来 给 出 了 他 称 为 Inst( 代 表 “ 指 令 ”) 的 概念 。 这 并 不 是 一 
个 命题 阔 数 ， 而 是 从 刚才 给 出 的 命题 函数 得 出 的 表达 式 的 缩写 。 每 一 个 
目 令 表达 去 都 会 与 格局 表 中 的 一 行 和 天 联 。 这 个 表达 式 摘 述 了 这 些 m- 格 
局 、 符 号 和 读 与 头 移 动 的 特定 组 合 对 完全 格局 的 影 啊 。 


Inst (q; S, 5, L q,} is to be an abbreviation for 
(x,y,x y) (Rs (x, y) & Ix, y) & Ky. (x) & Fx, x) & F(y',y)) 
+ (re. y) & Rs, x, y) & Ky (x) 


ie [Fo' v (2) > Rs, 6,2) ! 


H^? (q S; S, dj 是 以 下 表达 式 的 缩写 : 


3,y,x 4 (Rg (x,y) &Ilx,y) & Kj (x) & F(x, x) & F(y’,y)) 
= (i (x , y) & Rs, x , y& K, (x) 


& (2)| Fly’,z)v (Rs (x,2) > Ryle,a))]) ! 


ESSA REMIT e GXXSGASBHJ—7 D. GAP SAAB 
况 ， 指 令 参 数 中 的 工 表达 了 这 个 含 》 

首 字 母 K，y，x'，g 是 四 个 全 称 量词 (0 (y) (0) (y") 的 缩写 。 约 束 变 
量 x 和 x' 是 两 个 连续 的 完全 格局 。 在 第 一 行 的 最 后 你 会 看 到 谓词 F (两 个 
谓词 中 的 第 一 个 )， 表 示 x' 是 x 的 后 继 。 约 束 变 量 y 和 y' 是 两 个 邻接 的 方 
格 。 对 于 回 左 移动 谈 写 头 的 指令 ，y' 等 于 y 减 去 1， 即 y 是 的 后 继 ， 正 如 
第 一 行 的 第 二 个 谓词 F 所 表明 的 。 

第 一 行 中 的 其 他 三 个 谓词 给 出 了 当前 指令 的 条 件 。 完 全 格局 为 x， 
扫描 格 为 y， 扫 描 符 为 $， 格 局 为 qi。 

第 二 行 以 一 个 强 涵 符 开 始 ， 作 用 于 表达 式 余 下 的 所 有 部 分 。 这 些 是 
描述 由 这 条 指令 得 到 的 完全 格局 的 谓词 。 在 下 一 个 完全 格局 x' 中 ， 将 扫 
接 y' 格 ，y 格 中 的 当前 符号 为 $,， 新 的 m- 格 局 为 q,。 

指令 在 第 三 行 以 一 个 表达 式 结 束 ， 该 表达 式 表 明 除 了 y 格 外 的 所 有 
其 他 格 都 必须 保持 不 变 。 这 些 格 用 约束 变量 z 表 示 。z 要 么 是 y' 的 后 继 
(此 时 z 等 于 y 并 将 被 打印 ) 或 者 ...... 但 是 图 灵 余 下 的 公式 是 错 的 。 他 说 
在 其 他 所 有 的 格 中 ，S 葵 换 为 9%,， 而 这 没有 意义 。 

对 指令 表达 式 更 好 的 阐述 是 在 原 论文 发 表 大 约 一 年 后 ， 图 灵 发 表 在 
《伦敦 数学 学 会 集刊 》 上 的 论文 修订 版 。 修 订 版 〈 本 书 第 295 页 ) 也 不 
是 完全 正确 的 ， 最 后 一 行 应 该 是 : 


&(z)[F (y'.z)v([Rg, (x. z) > Rs Q5. z)] & [Ry (x,2) > Rs (x. z)] 
Be & [Ry (x,2) 9 R; (x^, z))])] 


A k 


RAZI PERS, S,,..., Sw 都 是 可 以 打印 的 符号 。 也 束 是 说 ， 对 
于 所 有 的 z 格 ， 要 么 z 是 y' 后 继 〈 也 是 说 ，z 束 是 y 一 一 调整 过 的 方 格 )， 
要 么 在 从 完全 格局 x 转 到 完全 格局 x' 时 方 格 中 的 符号 你 持 不 释 。 

图 灵 刚 刚 展示 的 指令 表达 式 针对 读 写 头 问 左 移动 的 情况 。 





Inst {9q; 5, S, R q,} and Inst 1q; 5, S, N qj 
are to be abbreviations for other similarly constructed expressions. 


指令 {qi S, S, R qM (q; S; S, N qui ve EUH TELA X IA LE fid 
5. 


AS SRR CHA SETS es) , PATE RAN Sek 
癌 右 移动 时 指令 的 正确 表达 式 。 


指令 {q,S,S, Rqj} 是 以 下 表达 式 的 缩写 
(x,y, x^ y^) {Rs Gc, y) & Gc, y) & Kg (x) & F(x, x’) & Fy, y^) 
— (I(x, y) & Rs, GC, y) &K, (x) 
& (2) [F(z, y) v ([Rs, 6, 2) 9 Ro (x, 2)] & 
[Rs (x, 2) > Rs (x, 2] & 


[Rsp (x, z) > Rs, G6, 20D] 


这 个 表达 式 几乎 和 读 写 头 向 左 移动 的 一 样 ， 除 了 F(y', ENT EO, 
y)， 表 明 新 的 扫描 格 是 在 上 次 扫描 格 的 右 侧 ， 同 样 ， 表 达 式 后 面部 分 的 


F(y', DEN f F(z, y). PARRA Ty. 
XITEL, R, 函数 的 下 标 六 的 最 大 值 为 2， 因 为 机 需 只 打印 符号 
S, (48) . S, CO ÑS, (1) 。 


Let us put the description of M into the first standard form of 
§6. This description consists of a number of expressions such as “q; S, S, 


L q? (or with R or N substituted for L). 


让 我 们 把 y | HJ Fa ach AE B 86H] EET IK SIA 
包含 了 很 多 表达 式 ， 例 如 {qi S S Lq) (或 者 用 R 或 N 代 蔡 L)。 


实际 上 ， 图 元 是 在 第 5 贡 设 计 这 个 标准 形式 的 。 在 其 论文 第 241 页 
(本 书 第 126 页 ) 的 样机 I 是 这 样 的 : 
nS RG 935059 RQ 3939093 RG 4345050 RQ: 
四 个 五 元 组 中 的 每 一 个 为 一 个 指令 表达 式 。 


Let us form all the corresponding expressions such as Inst 


Al, 


{q;S;S,Lq,} and take their logical sum. This we call Des ( 


我 们 来 构造 出 所 有 对 应 的 表达 式 ， 例 如 指令 {q;S, SL qi. FF 


| i 


ThE MAE. RIIE 之 为 Desf Je 


这 是 机 器 ” “的 描述 。 术 语 “ 罗 辑 和 ”有 些 模糊 ， 因 此 在 修订 版 
(本 书 第 297 页 ) 中 图 灵 使 用 * 合 取 ” 代 替 了 这 个 词 。 换 名 话说， 所 有 指 
令 术 语 痢 可 以 用 & 连 接 ， 以 一 阶 逻辑 语言 表示 整个 机 器 。 


N 


样机 I 的 Des(“ ) 是 下 列表 达 式 的 缩写 ; 
Inst{qiSo0S1Rqz2} éT Inst{q2S0S1Rg3]} SN 


Inst{q3SoS2Rq4} & Inst{q4SoSoRqi} 


现在 ， 图 灵 将 把 Des( fastus Ua 即 不 
可 判定 公式 。 这 个 公式 是 形 如 下 式 的 强 泣 关系 : 
FET ALAS ”打印 0 
oe 了 后 继 函 数 F 及 命题 图 数 N， 其 中 如 果 人 参数 为 目 然 数 ，N 为 


The formula Un( | ) is to be 


(3u)| Nu) & (x)(N(x) > i Ft?) 
&(y,2)(Fly,z) ^ N(y) & N(z)) & (y)Rs, (u, y) 
&Iu,u)&K, (u) & Des) 
> (3S3 [N(s) &N(t & Rg, (s,t)]. 


GWSNA & (NG) > Fe) 
&(y,z)(Fly,z) > N(y) &N(z)) & () Rs, (u, y) 
& Hu, u) &K (u) & Des) 
> (3s)(3t)|N(s) & NE) & Rs, (s, t) 


A PUITA 48 IR] SEG ZS LD APA PSB aD s BET BAT HI ARIA SUH 
方 括号 括 了 起 来 ， 方 括号 前 有 一 个 或 两 个 存在 量词 。 

最 后 一 行 是 最 容易 的 部 分 : 它 只 是 简单 地 声称 存在 两 个 数 s 和 b 使 
(FATS, (0) 出 现在 纸 带 t 格 上 的 完全 格局 s 中 。 图 灵 在 第 8 证明 了， 
没有 任何 算法 可 以 告诉 我 们 一 台 机 上 器 是 否 打 印 过 0， 所 以 我 相信 你 将 要 
看 到 图 灵 从 天 而 降 的 灵感 了 。 


公式 Un( ) 一 开始 断言 存在 数 u (数字 0) ， 它 既 表 示 第 一 个 完 
全 格局 的 数字 ， 也 表示 第 一 个 扫描 格 。 第 一 行 的 其 余部 分 仅仅 表明 对 于 
BE— “hx, ANA AXA Ja Rx" 

7B.—414H Rd, BERMEN E T sce au (0) 和 纸 带 上 的 每 个 
iy, VR APS AS Bea, RAHA. BSAA — T IP 
数 ， 用 来 说 明 在 完全 格局 0 中 扫描 格 为 0， 还 有 一 个 KK 函数 ， 用 来 将 初始 


MEER. IER RM SS 


AUTE AB. AR THE Ta Ss PERO A A, P6088 —7] 
AGS o 


[N(u)&...& Des( M )] many be abbreviated to A( M ). 


[N(u)&...& Des( A| )] 可 以 缩写 为 A( A ). 


ERA —— 的 描述 ， 还 有 一 个 自 
AP FEU o 

在 发 表 的 论文 修订 版 中 ， 图 灵 注意 到 了 隐 含 在 这 一 证 明 下 的 问题 
我 在 第 12 章 也 讨论 了 这 个 问题 。 他 并 没有 证 明 后 继 是 唯一 的 。 因 此 ， 他 


定义 了 命题 函数 G(x y)， 它 在 y 大 于 x 时 为 真 ， 以 及 表达 式 NS ， 用 来 代 
蔡 皮 亚 诺 公理 的 P。 
X 是 下 列表 达 式 的 缩写 : 
LOIw)(Yy, z) | F(x, w) & (F(x, y) > G(x, y)) 
& (F(x, 2) & G(z, y) > GG y)) 


& | Glz,x) v (Gx, y) &F(, d) v 


(F(x, y) & F(z, y)) > ( ra 


M 


这 个 定义 中 采用 了 自然 数 ， 这 使 得 简写 A(。“) 变 得 更 加 简单 。 这 


Os 


~、 机 器 启动 条 件 和 机 器 描述 的 合 取 。 


M 


AC JE PAKIS: 
Q & (y)Rsu, y) & Ku, u) & Ky, (u) & Desh) 

aA a u 是 个 目 由 变量 ， — = ) 公 式 中 束 有 
约束 了 : 


un JE PANIS: 
GDA — (As)(AORs s, 0 


我 去 除了 谓词 N(x)， 因 为 所 有 这 些 命 题 水 数 的 定义 域 都 隐 伟 假定 为 
目 然 数 。 根 据 谓 词 R、I、K 和 FF 的 定义 以 及 公式 Inst 和 Des， 图 姑 说 : 


When we substitute the meanings suggested on p. 259-60 we find 
that Un ( ) has the interpretation *in some complete configuration 
of , S, (i.e. 0) appears on the tape”. 


M 


当 我 们 采用 第 259 一 260 页 暗示 的 含义 时 ， 会 发 现 Un(”“) 可 
以 解释 为 “在 Ce S, 〈 也 就 是 0) 出 现在 纸 带 


KHEU OP, DERE RU TR LEE T SERLO HEAR 
局 动 条 件 ， 我 们 假设 它 为 真 ， 它 们 惑 是 公理 。 强 涵 符 右 侧 是 一 个 表达 


| 4 


—RÓ ol 
AK, EMELE IO, MARABWAR; UI sS MATT EVO 


| i 


AME. fe feff4E GIA RI EUn,  ) 是 否 可 证 明 ? 如 果 存 
在 ， 那 么 同样 也 存在 一 个 算法 告 诉 我 们 任意 一 台 机 器 是 否 打 印 了 0。 

TER, RREH SHAH a ER ALAS RE ROR ABP UE A 
SEPT AGABJAZURERJTERAGEE. "^us BE TS ae EE PR A HE TIR E 
Pe 

现在 ， 图 灵 想 证 明 Un(  “) 是 可 证 明 的 ， 当 且 仅 当 S ,出 现在 纸 带 
上 。 他 将 证 明 分 为 两 部 分 ， 每 一 部 分 使 用 两 个 引 理 〈 辅 助 的 证 明 ) ， 他 
称 之 为 引 理 1 和 引 理 2， 但 一 开始 引 理 以 (a) 和 (b) 命 名 。 


Corresponding to this I prove that 
(a) If S, appears on the tape in some complete configuration of 
1 APP p p 8 


vi Zu 
, then Un( ) is provable. 


| i 


(b) If Un( - ) is provable, then S, appears on the tape in some 


> 4 


complete configuration of 
When this has been done, the remainder of the theorem is trivial. 


与 之 对 应 ， 我 将 证 明 


(a) 如 果 S 出 现在 “的 某 个 完全 格局 下 的 纸 带 上 ， 那 么 Unt 


» 4 


JÆ PJ WE BH HS. 


(b) 如 果 Un( | ) 是 可 证 明 的 ， m. 的 某 个 完 
‘lay FHJAK E. 
完成 这 些 证 明之 后 ， 定 理 的 其 余部 分 就 很 简单 了 。 


比较 难 的 是 引 理 1， 图 灵 义 逐 字 重复 了 一 过 。 


[261 | 
Lemma 1. If S, appears on the tape in some complete configuration 


| 4 


of — ` then Un( ub )is provable. 


We have to show how to prove Un( |). 


5| 981 — à 的 东 个 完全 格局 下 的 纸 市 上 ， 那 么 


» j 


M 


Un? 、) 是 可 证 明 的 。 


我 们 必须 说 明 如 何 证 明 Un(” ^). 


和 之 前 一 样 ，u 是 我 们 通常 所 知 的 0，u' 是 1，u" 是 2-，um 的 意思 是 u 
HEEM AnD RREFEN. 

Ao, AREER MI FARSA TER, 4153473 ek 
数 r(n, m)、i(n) 和 k(n)。 这 些 疯 数 不 是 命题 函数 ， 因 为 它们 返回 整数 。 参 


数 n 是 一 个 完全 格局 ， 参 数 m 代 表 纸 市 上 的 方 格 。 

ER Ber(n, m) 返 回 在 完全 格局 n 中 出 现在 m 格 上 的 字符 的 索引 。 索 引 为 
0 代表 空格 ，1 代 表 0，2 代 表 1， 等 等 ， 因 此 sw 代表 在 完全 格局 n 中 出 现 
在 m 格 上 的 字符。 图 灵 将 把 这 个 以 r 函 数 为 下 标的 5 与 命题 负数 R 相 绽 


入. 
Fe 


Rs ccs (n, m) 


这 个 谓词 永远 为 真 ， 图 姑 将 使 用 仿 上 标的 u 来 表示 R 的 参数 : 
Rs ， (u e) 7 (m) ) 
RICE eA A HEHn m, (HZERTH i] HU ZUR A uO Tu, 
图 灵 引 入 的 第 二 个 新 函数 是 im， 它 返回 在 完全 格局 n 下 扫描 格 的 数 
目 ， 因 此 谓词 : 


Le? 4*9 
总 为 真 ， 因 为 它 指 的 是 完全 格局 n 和 扫描 格 in)。 第 三 个 新 函数 k(n) 返 回 
完全 格局 n 中 m- 格 局 的 索引 ， 因 此 qi 就 是 完全 格局 n 中 的 m- 格 局 。 谓 
inj: 

KE 0) 


总 为 真 ， 因 为 它 表 明 在 完全 格局 mn 中 ， m- 格 局 为 qu 


Let us suppose that in the n-th complete configuration the sequence 
of symbols on the tape is sm o» Srn, ,...,5,, n» Followed by nothing but 


blanks, and that the scanned symbol is the i(n)-th, that the m- 
configuration is qx 


我 们 假设 在 第 mn 个 完全 格局 中 ， 纸 带 上 的 符号 序列 为 Snow， 
Suny? c Sap 后 面 都 是 空格 ， 并 且 扫 摘 符 是 第 iD 个 ，m- 格 局 
AI Quen)? 


在 完全 格局 0 中 ， 纸 市 是 完全 空 日 的 。 完 全 格局 1 中 ， 可 能 有 一 个 非 
空 有 的 符 写 出 现在 纸 融 上 。 上 总 体 而 言 ， 对 于 完全 格局 x， 最 多 有 n 个 符号 出 


MERTE — D) . BEA MOR FE ABSENTE S HUS 
73S ois Dainese D (n.n)? Pe A 从 而 不 是 n 个 |» 这 也 
BOA WH, ALA Her ea BOC SERIO, ATI TRAN He ASAE o 


Then we may form the proposition 


Rs (u^ u) & Rs, (uu!) & ...& Rg 


yt" u^) 
rin, rin, U he 


nn, , MI 


gn n, uid & K, (yl) 


Thin) 


& (y)F (uu) v Flu u,y)v Fuy) v ... v Ful y) v Rs uy) 


which we may abbreviate to CC,. 


那么 我 们 可 以 构造 这 样 的 命题 : 
Rs, uu) & Rs, Lu) & Ls Rs, (uu) 


nu. mn! 


& I (ui) & Koy t) 


& (y)F ((y,u!) v Flu,y) v Fut y) v ua ^y) v Ryu"? y)), 
我 们 将 其 缩写 为 CC . 


其 实 束 是 “完全 格局 n”"。 第 一 行 包 括 了 对 应 于 前 n+1 个 方 格 中 符号 
HA] EKI HAN S ar d EARN LUE. 
BITH, APEC Re a ANP Ze A Ss Hg. EWR 
一 行 表明 了 出 现在 纸 带 上 编号 从 0 至 第 7 格 的 符号 ， 最 后 一 行 表 明了 编号 
AY ni A eh. RAWEA. ERE wl yey gui EI 
HI. BAu 是 y 格 的 后 继 ( 即 y 为 0) ， 要 么 y 格 是 v 的 后 继 〈 即 y 是 
1) ， 或 者 y 是 uw 的 后 继 〈 即 y 为 2) ， 等 等 ， 一 首 推导 到 y 是 六 1 的 后 继 
如 果 y 不 是 上 面 几 种 情况 中 的 一 TR. HA yum 


下 面 是 修正 后 的 版 本 。 


CGC, 是 下 和 面 表达 式 的 傈 与: 


Rs s(t (u (n) u GR a4 ul D& " & Re (u^. "1 
& Ku?) ub &K,, (Ue ud 
& (y)(Fly, u)v F(u, y) v Fu , y) v ... v F(u "=Y y) v Rs, (u "y)), 
当 n 等 于 0 时 ， 第 一 行 及 第 三 行 的 大 部 分 融会 消失 。CCo 是 下 面 表达 
式 的 缩写 : 
I(u, y) & K, (u) & (y) R, (u,y) 
As before, F(u, u^) & F(u', u") &...& F(u', u”) is abbreviated to 
FO, 


M 


I shall show that all formulae of the form A( )& FY 5 CC, 
(abbrevated to CF.) are provable. 


同 前 一 样 ， Eu u)&F(u', u)&...&F(u'P,u?) 485 AF. 
我 会 说 明 所 有 形 如 A( | )& FCC, (缩写 成 CF,)〉 的 公式 
都 是 可 证 明 的 。 


M 


对 于 A(”“ ) 公 式 ， 你 可 能 会 想起 ， 它 结合 了 机 器 的 启动 条 件 (一 


条 空白 的 纸 带 ，m- 格 局 为 ， 编 号 为 0 的 扫描 格 ) BeDes(~ RER, 


后 者 是 机 器 的 说 明 。Des(“ ) 表 达 式 包括 了 多 个 指令 表达 式 ， 每 个 指 
今 表达 式 都 说 明了 指令 如 何 改变 了 扫描 格 上 的 符号 ， 改 变 了 mm 格局 ， 改 
变 了 将 要 扫描 的 方 格 。 
图 灵 为 每 个 完全 格局 n 定 义 了 一 个 称 为 CF 的 公式 。 
CF 为 下 面 公式 的 缩写 : 
A(M) & FY — CC, 


下 面 是 CR, 的 前 几 个 公 云 : 


CF: ALM) — CC, 

CFi: A(M) & F(u, u') > CC, 

CE»: A(M) & F(u, u) & Flu’, u") ^ CC 

CF3: A(M) & F(u, u') & Flu’, u") & Flu’, ul") — CC, 


The meaning of CF, is “The n-th complete configuration of 
is so and so” where “so and so” stands for the actual n-th complete 


configuration of ) . That CF, should be probable is therefore to be 
expected. 


CF 的 意思 是 “  —— 其 中 “这 样 ” 
指 的 是 M 
证 明 的 。 


图 灵 用 归纳 法 来 说 明 CF 公式 是 可 证 明 的 。 他 首先 证 明了 CF, 是 可 证 
明 的， 接着 说 明 如 果 CF 是 可 以 证 明 的 ， 则 CF ,也 是 可 证 明 的 。 


实际 的 第 n 个 完全 格局 。 因 此 ， 我 们 可 以 期 每 CF 是 可 


CF, is certainly provable, for in the complete configuration the 
symbols are all blanks the m-configuration is q,, and the scanned square 
is u, i.e. CC, is 


(y) Rs, Gt, y) & Iu, u) & Kg, (u). 


CF 当然 是 可 证 明 的 ， 因 为 在 完全 格局 中 ， 所 有 符号 都 是 空 
格 ，m- 格 局 为 q,， 扫 摘 格 为 u， 即 CC 是 


(y) Rs, (u,y) & Iu, u) & Kg, (u). 


这 是 公式 CC 的 一 个 重新 排列 后 的 版 本 ， 我 之 前 也 展示 过 „M 
) 的 表达 式 为 : 
Q & Rou,y) & I(u,u) & Ky, lu) & Des A) 


A( ) 包 含 了 与 CC, 完 全 相同 的 谓词 R、T 和 天。 


A 


A ) 2 CG, is then trivial. 


We next show that CF, = CF, is provable for each n. 


然后 易 得 A( M, ate 
下 面 我 们 证 明 对 于 任何 nm， CF, CF, ,是 可 证 明 的 。 


看 一 下 CF 的 表达 式 ， 可 以 发 现 
CF, > CF.,, 
是 下 面 公式 的 缩写 : 


[ACAD & F” — = — [ACAD & "th — CG | 


xx HL Ae JAANE ERE EA). [HAE WDIRUEB] f xx SIMA, dE 
AIA EAUÉCFE, > CF ,是 可 证 明 的 ，CE, > CF, 是 可 证 明 的 ， 以 此 推理 
可 知 ， 所 有 的 CF 表达 式 都 是 可 证 明 的 。 


There are three cases to consider, according as in the move from 
the n-th to the (n + 1)-th configruation the machine moves to left or to 
right or remains stationary. We suppose that the first case applies, i.e. 
the machine moves to the left. A similar argument applies in the other 
cases. 


FEN n^ P Fe Pe ERE int LI EN i GSE: Las 
El ALM. ead re TRAIL. ROBE PZ, B 
HEE HT, SS ede E OZ 


下 人 句 话 的 前 一 部 分 ， 图 灵 基 于 之 前 定义 的 函数 r、i 和 k 定 义 了 整 
数 q、b、c 和 d。 但 是 ， 这 些 定义 有 些 泥 在 一 起 了 。 


If r(n, i(n)) = a, r(n + 1, i(n+1)) = c, k(i(n)) = b, and k(i(n + 1)) + d, 


OUR 
r(n, i(n))=a, r(nt+1, i(nt+1))=c, k(i(n)) =b} H.k(i(n*1)) —d;. 
在 网 灵 友 表 的 论文 修订 厂 中 ， 他 解释 了 这 些 定 义 ， 这 些 都 跟 完 全 格 
nA: 
E k(n)，m- 格 局 的 索引 
=r(n, i(n); HKMP SRI| 
e = Kkn+1)， 下 一 个 m- 格 局 的 索引 
= r(n*1, i(n))， 扫 插 格 i(n) 中 狐 从 写 的 索引 
PAM b 和 d 则 是 S 的 下 标 ， 这 些 缩写 仅仅 是 为 了 简化 剩余 
的 表达 式 和 接 下 来 的 一 些 条 目 


then Des - must include Inst {9, S, S, L q.j as one of its terms, i.e. 


Des | ) > Instiq, S, S, L quj. 


那么 Des( B] 


Des( | ) > Instiq, S, S; L q} 


因为 Des 由 所 有 Inst 指 令 的 合 取 组 成 ， 因 此 如 果 Des 为 真 ， 那 么 所 有 


单独 的 Inst 指 令 也 为 真 ， 上 述 编 涵 关 系 也 束 成 并 。 ») "E 


表达 式 的 合 取 ， 因而 
A( M Des( NM 


ZA IAP SAI AA, RII DERI: 


) 


A( | " Insti q,S,S,Lq.) 
表达 式 F"*? 是 F 谓 词 合 取 的 缩写 ， 这 些 F 谓 词 同 样 也 假设 为 公理 。 
因为 F"1? 为 真 ， 所 以 我 们 可 以 把 它 以 合 取 形式 加 到 公式 的 两 边 


Hence 

A(M) & F™ 一 Inst(g; Sp SgLge} & FOHP. 
But 

Inst{g, Sy S4 Lq,) & Ft? — (CC, > CC,44) 


is provable, 


因此 

而 
Inst{q, Sp SaLq-} & F"*? > (CC, > CC, 是 可 
证 明 的 ， 


这 里 需要 修正 一 下 : 左 侧 的 合 取 必须 包括 ， 用 来 你 证 后 继 的 唯 


(«t 


一 性 : 


inst {qo OE TY Ss CO OO) 


如 果 把 mmst 表 达 式 中 的 下 标 a、D、c 和 d 蔡 换 掉 ， 将 得 到 一 个 特别 的 
Inst 指 令 ， 它 使 得 完全 格局 n 表 进 至 完全 格局 (n+1)。 


Inst {qun)S, in) Sn i) L4) QEF™ 一 (CO > CC) 
这 个 公式 等 EAT 


(CC, & Inst (di, Li np &Q&F"*") 3. CC 


(n iim) r(n--1. (m) 


直观 上 看 这 很 明显 : 特别 的 Inst 指 令 使 CGC; 前 进 到 CCG;,,， 而 CGC, 可 以 
由 CC, 与 这 一 指令 的 合 取 得 到 。 但 是 ， 要 通过 对 相关 的 命题 函数 进行 操 
作 来 说 明 这 是 可 证 明 的 ， 将 是 非常 索 琐 的 ， 因 为 Inst 和 CC , 绷 写 都 非常 复 
Fi 


”图 灵 刚 刚 提出 的 两 个 命题 是 可 证 明 的 ， 


and so therefore is 


AM EH > (CC, > CC o) 


因此 


A(N) & poetry =F (UC, 一 Cu) 
这 是 


X > (Y ”2Z) 形 式 的 命题 ， 很 容 多 说 明 这 与 X > (Y > 2) 
等 价 ， 因 此 : 


回想 一 下 ， 珊 上 标的 E 是 FF 谓词 合 取 的 缩写 ， 因 此 Fo > po 
7, (ACAD & Font) — (ACAD & Fo 


ACA) S&F") > CC.) > (ACAD & Et? > CC, 1) 


[262] 
and 
(A(A0 & F™ > CC,) > (AW) & FY — CC,), 
并 且 


(ACM) & F'? — CC,) > (AG & FY 一 CC). 


OPA NHS "P ESI REX URB BE IS BC, HA E TES AS e 


CF, 5 CF,,,. 
CF, is probable for each n. 


BCE, CF, 
对 于 每 个 np，CF 都 是 可 证 明 的 。 


全 此 ， 给 出 了 说 明 CF, 是 可 证 明 的 归纳 证 明 ， 但 我 们 还 没有 完 
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成 引 理 的 证 明 ， 因 为 我 们 真正 需要 证 明 的 是 UnCY 、)， 


Now it is the assumption of this lemma that S, appears somewhere, 
in some complete configuration, in the sequence of symbols printed by 


A 


; that is, for some integers N, K, 


现在 根据 引 理 假 设 ，S, 在 某 些 完全 格局 中 出 现在 O 所 打印 的 
符号 序列 的 某 处 ， 也 就 是 说 ， 对 某 些 整数 N、K， 


这 里 和 是 完全 格局 的 序号 ， 天 是 纸 市 上 的 方 格 ， 


CC, has R, (u, u?) as one of its terms, and therefore CC, > Ry 


(u™, u® is provable. 


R, (U, u? 是 CC, 中 的 一 项 ， 因 此 CC > Rs (u™, uv) 是 可 证 
明 的 。 


这 个 成 立 古 因为 合 取 式 中 任意 一 项 部 能 推出 该 项 成 并 。 


We have then 
CCy > Rs,(u™,u®) 


and Ee & FX). CON, 


那么 我 们 可 以 得 到 
OCR CERE 
CC N =? Ky, (ut ab 4) 


并 日 AM) & F Ww oo 


CC 的 上 标 应 该 是 下 标 ， 这 是 CF ,的 定义 ， 图 灵 刚 刚 证 明了 CF， 
对 于 所 有 的 N 都 可 证 明 〈 尽 管 之 前 他 用 的 是 小 写 的 mn， 而 不 是 大 写 的 
N) 。 

到 目前 为 止 ， 图 灵 一 直 在 处 理 包 含 自 由 变量 w 的 公式 。 


We also have 
(SuDACAO > (4u)(Su’)...Gu®%?) (AAD & FA), 
where N = max (N, K). 


我 们 同样 有 
(AWA(A) 一 33u)... uN (AN & FM), 
其 中 N’ = max(N, K). 

实际 上 ，K( 指 纸 带 上 出 现 0 的 方 格 ) 永远 不 可 能 比 W〈 完 全 格 


M 


局 ) 大 ， 因 此 NN 总 是 等 于 N。 右 侧 的 表达 式 A(。“) & Fw 只 是 为 了 
推导 出 CCy， 我 们 刚刚 证 明了 CCw 可 以 推导 出 Rs (u9, u). 


And so 
(GWAM) > Guau’)... (Su) Rs, U, u), 


因此 
(GWAC 一 (4u)(au’)... Gu? IRs, (uu), 


民国 数 并 不 要 求 从 uv 至 we 的 所 有 整数 都 人 存在， 仅仅 需要 ww 和 uv 
存在 即 可 。 因 此 大 部 分 存在 量词 都 可 以 去 除 ， 剩 下 的 融 是 : 


(IWAN) > (Au? (au) Rs, (u a), 


(IWAN) > (Gu au Rg, UM, u®), 


QBN TAs EUN, tu”, Well 


(AWACM) — (3sYX 30s, (s, t), 


GWAA) > (3sY3DRs, (s, t), 


这 恰好 就 是 Un(”“ ) 的 定义 ， 你 可 以 在 第 254 页 的 框 中 看 到 。 


但 是 ， 它 并 不 是 图 灵 在 其 原始 论文 中 对 Un(“ ) 的 定义 。 他 之 前 
把 N(s) 和 N(D 写 在 了 萤 涵 符 右 侧 的 表达 式 中 ， 但 那些 谓词 仅仅 表明 s 
和 t 是 自然 数 ， 而 我 们 已 经 推导 出 这 一 事实 了 


D A 


p< 如 果 S, 出 现在 “的 菜 个 完全 格局 下 的 纸 带 上 ”作为 前 提 ， 


' A 


我 们 刚刚 证 明了 公式 Un(“ ). 


i.e. Un( | | ) is provable. 
This completes the proof of Lemma 1. 


aun. Lewes. 
至 此 ， 完 成 了 引 理 1 的 证 明 。 


第 二 个 引 理 的 证 明 更 简短 ， 只 需要 使 用 之 前 定义 的 命题 函数 来 
解释 这 个 公式 。 


LEMMA 2. If Un( is provable, then S, appears on the tape in 


A 


some complete configuration of 
If we substitute any propositional functions for function variables 
in a provable formula, we obtain a true proposition. In particular, if we 


N 


substitute the meanings tabulated on pp. 257-260 in Un ( ), we 
obtain a true proposition with the meaning “S, appears somewhere on 


H. 


the tape in some complete configuration of 


— = PR 


格局 下 的 纸 带 上 。 
如 果 我 们 在 可 证 明 的 公式 中 用 任意 命题 冰 数 来 代 普 函数 变量 ， 
那么 就 会 得 到 一 个 真 命题 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 采用 含义 “S 出 现在 


M TIT sett P IHR E 而 非常 259~260 页 HJUn( HM ) 中 


We TA d. 束 能 得 到 一 个 真 命 pp jel o 


现在 ， 图 灵 已 经 证 明 ，Un( ` ) 可 证 明 当 且 仅 当 S, 出 现在 机 


f 


M 


的 东 个 完全 格局 下 的 纸 带 上 。 


We are now in a position to show that the Entscheidungsproblem 
cannot be solved. Let us suppose the contrary. Then there is a general 


1 i 


(mechanical) process for determining whether Un( - Jis provable. 
By Lemmas 1 and 2, this implies that there is a process for determining 


| i 


whether ” ' ever prints 0, and this is impossible, by 8 8. Hence the 
Entscheidungsproblem cannot be solved. 


我 们 现在 来 证 明 判 定性 问题 不 可 解 。 先 假设 其 否定 命题 成 立 ， 
么 束 存 在 一 个 通用 《机 械 ) 3 过 程 可 以 判定 Un( B. 含 可 证 


明 。 根 据 引 理 1 和 引 理 2， 这 表明 存在 一 个 过 程 可 以 确定 机 器 zi 
是 否 打 印 了 0， 但 这 在 88 中 已 经 提 及 是 不 可 能 的 。 因 此 判定 性 问题 


回想 一 下 ， 这 很 简单 ， 你 同意 吧 ? 


Un(”“) 是 个 相当 复杂 的 公式 ， 这 一 点 也 不 奇怪 。 如 果 它 比 


| i 


能 会 被 判定 过 程 分 析 。 相 反 ，Un( ”“ ) 中 包 
ETAC `°) A ) 中 包含 了 Q 和 Des(” `), Des | ) 还 是 组 
成 机 需 的 所 有 Inst 项 的 合 取 。 每 个 Inst 项 有 五 个 全 称 量 词 ，Q 包 人 三 


个 全 称 量词 和 一 个 存在 量词 ，A(”“ ) 包 含 另 一 个 全 称 量词 ，Un( 


A | ) 含 有 三 个 存在 量词 。 
如 果 这 个 复杂 的 量词 众 套 中 仅 包 含 一 元 谓词 ， 也 就 是 说 ， 谓 词 
中 仪 舍 一 个 参数 ， 那 么 它 不 会 影 啊 命 题 的 可 解 性 。1915 年 ， 利 奥 小 
a NW n 
EN. 4 
到 图 灵 写 这 篇 论文 时 ， 人 们 在 为 特殊 情形 的 公式 寻找 判定 过 程 
方面 已 经 取得 了 许多 进展 。 通 党 ， 应 用 判定 过 程 时 ， 公 式 一 般 首 先 
转换 为 前 束 范式 ， 也 就 是 ， 通 过 改变 公式 让 所 有 “【 非 否定 形式 ) 的 
量词 都 可 以 移 到 公式 的 开始 处 ， 位 于 一 个 称 为 “矩阵 ”的 不 含 任 何 量 
词 的 表达 式 之 前 。 
在 那些 年 里 ， 许 多 数学 家 已 经 发 现 了 前 束 范式 形式 的 很 多 类 公 
式 的 判定 过 程 ， 它 们 都 是 以 一 个 特殊 形式 的 量词 开头 。 在 有 关 判 定 
性 问题 的 文献 中 -+- 半 ， 都 是 使 用 V 和 了 符号 表示 全 称 量 词 和 存 
< 
Zo 
1928 年 ， 保 罗 : 贝 奈 斯 和 摩西 : 施 隆 芬 克 尔 (1889—1942) 发 表 


了 以 J*V* (任意 数量 的 存在 量词 ， 后 跟 任 意 数量 的 全 称 量 
WD 开头 的 命题 的 判定 过 程 。 同 样 在 1928 年 ， 威 廉 : 阿 克 曼 给 出 了 


ett, AA ERAT 


“VY” 的 判定 过 程 (任意 数量 存在 量词 后 跟 一 个 全 称 量词 ， 再 
接任 意 数量 的 存在 量词 ) 。1932 年 ， 哥 德尔 给 出 了 任意 数量 的 存在 
$ mE. 
量词 间 包含 两 个 全 称 量词 的 判定 过 程 ， 了 V3. 
人 们 还 探索 了 与 判定 性 问题 相 联系 的 一 类 问题 ， 化 简 类 。 化 简 
类 由 所 有 以 特定 量词 模式 开头 的 命题 组 成 ， 仅 当 所 有 命题 都 存在 判 
定 过 程 ， 各 种 化 简 类 中 的 命题 存在 判定 过 程 。1920 年 ， 斯 科 菜 姆 证 
"E Ax 
WV d'a. ye. 193345, ROSIE IS a 
Woe 
EEARMRARENZ A, (RES EL EA 
的 ， 仅 仅 知道 如 果 存 在 一 个 化 简 类 的 判定 过 程 ， 那 么 也 会 存在 一 个 
通用 判定 过 程 。 图 灵 和 邱 奇 的 论文 的 结果 表明 ， 这 些 化 简 类 是 不 可 


判定 的 。1932 年 ， 哥 德尔 给 出 了 一 个 以 V I gap od 
判定 程序 ， 并 将 其 推广 到 V 习 关 。 在 图 灵 的 证 明 出 现 之 后 ， 我 们 
可 知 任何 以 V. 3^ 为 前 缀 的 命题 是 不 可 判定 的 。 通 过 增加 一 个 全 
称 量词 ， 形 为 3 spa pete DEOS V. 的 不 可 判定 


命题 。 


在 下 面 的 段 沙 中 ， 图 元 便 用 quantor 人 表 量 词 。 


In view of the large number of particular cases of solutions of the 
Entscheidungsproblem for formulae with restricted systems of quantors, 


N 


is interesting to express Un( 


[263] 
) in a form in which all quantors are at 


the beginning. Un( | ) is, in fact, expressible in the form 
(u)(3x)(w)(3u1). . . (Jun), 
(I) 


QA 


where contains no quantors, and n = 6. 


H Faxi] (guantor〉 的 公式 的 判定 性 问题 的 一 大 类 特殊 
情形 的 解 ， 把 Un( | Na 这 会 


比较 有 趣 。 事 实 上 ，Un( M ) 可 以 表示 成 
(u)(3x)(w)(u)...(3u4)95, 
(I) 


4 
其 中 0 不 包含 任何 量词 ， 并 Hn= 6。 


6 
Ex VIVA (peg RIE INAK 
命题 构成 了 一 个 化 简 类 。 带 有 此 类 前 级 的 命题 不 存在 判定 过 程 ，。 


By unimportant modifications we can obtain a formula, with all 


N 


essential properties of Un( ), which is of form (I) with n = 5. 


HEI ER EEN EN HT, RAT ELI — 7 E AA Un, 


N 


) 必 要 性 质 的 公式 ， 形 式 与 (D) 相 同 ， 但 n= 5. 
在 图 元 论文 的 修订 厂 中 ， 图 元 标注 出 这 个 数字 应 该 是 4， 因 此 


| 4 
(Li ee He REIS] VIVA. 
1962F, Fim ei He AeA Wy ES EL (1924—1984) 


AF RAL o5 — 2 TB PA ee ME Dd el, ek A fij 


化 了 一 点 。- 他 的 研究 表明 ， 卫 此 VV 形式 的 命题 形成 的 是 化 
简 类 。 (这 类 命题 是 两 个 项 的 合 取 ， 每 一 项 都 将 自身 的 量词 置 于 最 


前 面 。) 步 琪 的 论文 同时 为 证 明 V3 V 命题 形成 化 简 类 奠定 了 基 


而 ， 这 意味 着 即使 对 于 以 为 前 级 的 简单 人 二 部 不 存在 通用 为 
XE 

数学 家 们 发 明 解决 问题 的 方法 惠及 了 整个 世界 ， 当 他 们 证 明了 
某 个 问题 无 解 时 也 能 起 到 同样 的 效果 。 就 如 无 法 仅 用 尺 和 圆规 三 等 
分 一 个 角 ， 无 法 求 与 已 知 贺 面 积 相等 的 正方 形 ， 无 法 证 明 能 从 欧 几 
里 得 的 前 四 个 公设 推导 出 第 五 个 。 对 于 mn 大 于 2 的 情况 ， 方 程 x+ yx 
= 既 没 有 整数 解 ， 无 法 在 系统 中 建立 算术 的 一 致 性 ， 以 及 一 阶 逻 辑 
没有 通用 判定 过 程 。 

我 们 可 以 不 再 把 时 间 浪费 在 一 个 无 法 做 到 事情 上 。 知 道 什么 不 


可 能 污 知 道 什么 可 能 同样 重要 。 
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人 福 大 学 的 语言 和 信息 研究 中 心 做 报告 ， 并 参观 了 中 心 的 Xerox Dandelion 
计算 机 。 计 算 机 运行 的 是 LISP 语 言 ， 这 是 由 约 彰 :麦卡锡 (1927— 
2011) 发 明 的 一 种 编程 语言 。 邢 奇 被 告知 ，LISP 是 基于 他 50 多 年 前 发 明 
的 A 演算 发 展 而 来 的 。 

印 奇 坦言 他 对 计算 机 一 无 所 知 ， 但 他 的 一 个 学 生 了 解 计算 机 。 一 二 
当然 ， 那 时 所 有 人 都 已 经 知道 阿兰 .图 灵 是 谁 了 。 

A 演算 是 阿 隆 伍 : 印 奇 在 20 世 纪 30 年 代 早 期 为 证 明 一 阶 谓词 逻辑 没有 
通用 判定 过 程 而 发 明 的 。 图 灵 在 发 表 关 于 可 计算 数 和 判定 性 问题 的 论文 
之 前 束 对 此 有 所 了 解 了 。 为 此 ， 他 在 论文 中 增加 了 一 个 附录 ， 用 来 说 明 
他 的 方法 与 印 奇 的 方法 在 本 质 上 是 等 价 的 ， 这 一 附录 就 古 本 间 的 主题 。 

如 果 说 对 人 演算 的 理念 觉得 很 熟悉 ， 那 是 因为 它们 对 编程 语言 的 发 
展 影响 深远 。 相 当 早 的 时 候 ， 人 们 束 友 现 A 演 算 与 划分 为 过 程式 或 命令 
式 的 编程 语言 之 间 存 在 着 结构 关系 ， 例 如 早期 的 编程 语言 ALGOL- 2 ， 
基于 这 个 语言 发 展 出 了 Pascalj 和 C， 同 样 在 C 基 础 上 及 展 出 了 C++. Java 
和 C#。 用 过 程式 语言 编写 的 程序 ， 其 结构 围绕 着 将 数据 传递 给 过 程 〈 也 
E 的 理念 来 组 织 ， 过 程 以 各 种 各 样 的 方式 对 数据 进行 

PH, 

A 演算 对 LISP、APL、Haskell、Scheme 和 F# 等 函数 式 编 程 语言 有 着 
更 直接 的 有 影响。 在 疯 数 式 语 言 中 ， 也 数 的 排列 方式 更 像 是 链条 ， 后 一 个 
冰 数 从 前 一 个 函数 获得 输出 。 函 数 式 语言 通常 允许 像 过 程式 语言 操作 数 
据 那 样 来 操作 函数 。 尽 管 函 数 式 语言 没有 像 过 程式 语言 那样 受到 主流 群 
体 的 欢 迪 ， 但 是 最 近 它 们 也 展露 了 一 些 复 兴 的 气息 。 

阿 降 佐 : 节 奇 1903 年 出 生 于 华盛顿 ， 他 职业 生 许 的 大 部 分 时 间 是 在 
普林斯顿 大 学 上 度 过 的 。 他 本 科 就 谈 于 普林斯顿 ，24 岁 时 获得 数学 博士 学 
位 。 在 作为 国家 研究 院 院 士 工作 两 年 后 ， 他 回 到 普林斯顿 教学 ， 从 1929 
A 印 奇 后 来 义 在 UCLA 工 作 了 一 段 时 间 ， 直 到 1990 


Sate — SMB H—Za4SBLA. Dobe, Aa LTESUURTG. fü 
TREE fh PR TO OT A CRA RB, ARLS TE B —t8 
JK. FEAR ERA EA nL, I SAAN ak. SS ee, 
ENE eR SPARES J [s] ELE YE DESERVE REALI] SS ZK. 当 完 成 了 一 页 
并 要 保存 起 来 时 ， 他 会 用 Duco 涂 满 表 面 。Duco 是 一 种 漆 ， 印 奇 太 现 它 
非常 适合 保护 纸张 ， 因 为 它 不 会 把 纸 弄 假 。 上 车 

印 奇 指导 过 31 篇 博士 论文 ， 论 文 来 日 于 斯 带 分 :元 末 尼 (1931) 、 
ZJsg piv. EE (019340 . Km FE (1947) 、 马 丁 . 戴 维 斯 
(1950) 、 哈 特 利 .罗杰斯 (1952) 、 雷 蒙 德 : 斯 穆 里 安 (1959) 以 及 阿 
~- Ale (1938) , 4 

通常 认为 ， 即 奇 建 并 了 从 号 逻辑 协会 ， 因 为 他 是 《从 号 好 辑 杂 志 》 
的 第 一 位 编辑 。 实 际 上 ， 他 并 没有 建立 这 个 组 织 ， 而 是 指导 杂志 取得 了 
辉 焊 的 成 功 ， 最 突出 的 是 他 编 往 了 重要 的 逻辑 文献 书目 。 

印 奇 是 在 1927 年 至 1929 年 作为 国家 人 研究 院 院士 时 开始 A 演算 的 工作 
的 。 在 那 时 ， 数 学 家 们 硕 望 理解 有 效 可 计算 性 这 个 模糊 的 概念 。 为 了 知 
道 数值 计算 的 局 限 及 能 力 ， 有 必要 用 形式 系统 化 的 方式 来 定义 函数 ， 也 
就 是 说 用 符 写 、 字 人 符 串 和 确定 性 规则 来 定义 。 最 好 的 方法 古 什 么 昵 ?这 
种 方法 能 否 表 明 这 些 函 数 能 够 充分 概括 有 效 可 计算 性 ? 

气 奇 就 这 一 方面 的 第 一 篇 论文 在 1931 年 10 月 5 日 被 《数学 年 鉴 》 收 
a, FFE REMARK. SAR MEH, BAA SPDs 
lambda (A) 来 表示 函数 。 

印 奇 引入 新 记 写 的 一 个 动机 来 日 于 传统 函数 表示 的 特定 二 义 性 。 看 看 下 
面 的 表达 式 : 
Xx°+5xX+7 


就 表达 式 本 身 而 言 ， 它 在 语法 上 是 正确 的 ， 但 我 们 仍 不 知道 该 对 这 个 表 
XGA. PB IURI ER T: 

f(x)=x +5x+7 
这 是 传统 的 函数 标记 法 ， 其 中 x 是 约束 变量 (或 目 变 量 ) 。 我 们 可 以 按 
照 目 己 的 意愿 任 总 改变 约束 变量 ， 从 要 与 尔 数 表达 式 中 的 其 他 那 分 个 神 


)=y’+5y+7 
我 们 可 以 使 用 表达 式 K4) 来 表示 函数 的 一 个 值 ， 用 4 代替 自 变量 x， 
并 计算 函数 的 值 
f(4)=(4)°+5-(4)+7=43 


= VR ik VA SX — FIN FY Hé ASE DH PE A AY DAS K 
ARISA Eey Sy +7) 与 y 的 其 体 值 一 起 表示 出 来 。 一 旦 我 们 用 4 
THÉ y. MEAS AREER. UMRI BERR, FPR 


出 一 套 表示 取 某 个 值 的 函数 的 方式 ， 可 能 会 想到 这 样 的 东西 : 
[y *5y-*7](4) 
这 其 实 不 算 太 差 ， 但 是 如 果 表 达 式 中 含有 多 个 自 变量 呢 ? 下 面 的 表 
ZW, e ENABLE: 


即使 你 写成 : 
[y+5y+18x-2xy+7](4,5) 
A bt C26] x Ay Fe HE FF RE IIAP WL e 
TE (BUFR EE P, PRRRSCNUS RIEN ME FP SR SN TT NOE 


函数 的 类 : 人 5。 印 奇想 把 这 个 抑 扬 符号 移 到 变量 的 前 面 ， 像 YY 一 样 ， 但 
因为 书写 的 原因 ， 这 个 符号 后 来 改 成 了 lambda- 人 中 : Ay. 
多 年 来 ， 即 奇 的 表示 法 已 经 有 了 有 发展 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 我 使 用 图 
Dom 的 表示 法 。 一 元 变量 的 函数 用 下 和 面 这 个 通用 形式 
7: 


Ax[ M] 
其 中 M 是 包含 目 变 量 x 的 表达 式 。 对 于 之 前 的 例子 ， 我 们 可 以 表示 为 : 
Ax[x “+5x+7] 
一 个 包 售 特定 目 杰 量 值 的 函数 可 以 与 成 这 个 通用 形式 : 
UA) 
征 国 数 ， 如 采 F 含 有 一 个 目 变 量 ， 那 么 公式 代表 了 图 数 ， 其 中 A 代 表 函 
WALE. BU. WRAP Ae Ax, MEHEAN: 
{Ax[M]}(A) 
KMEN AU PR, NUR D: 
{Ax[x°+5x+7]}(A) 
右 X 的 全 为 4， 则 可 以 将 其 与 为 : 
{Ax[x°+5x+7]}(4) 
现在 ， 我 们 已 经 成 功 地 将 函数 和 某 个 目 变 量 的 值 表示 在 一 起 了 。 
含有 两 个 目 变 量 的 函数 有 有 如 下 一 般 形 式 : 
{{F}(A)}(B) 
为 了 方便 且 可 读 性 强 ， 它 可 以 人 简写 为 : 
{F}(A,B) 
如 果 将 F 蔡 换 为 一 个 真正 的 函数 ， 它 看 起 来 会 是 : 
{AxAy[yY+5y+18x-2xy+7]}(A,B) 
我 们 现在 知道 A 将 普 代 x，B 将 傅 代 y， 它 们 以 前 面 人 的 排列 顺序 为 准 。 
BHLAS. WRA RX, HUER S. MA 
UP (A,B) 


[y+5y+18x-2xy+7](4) 


VIZ 


we T] 


AE Ey, 
F(A,B) 


这 看 起 来 很 像 常 规 的 函数 表示 法 ， 但 F 表 达 式 实际 上 包含 了 一 些 A: 
AxAy[M](A,B) 

BAS ICIP Ta Ss SHRA Th A, AFR TEAR Ja: 
AxAy.M(A,B) 

这 个 形式 会 在 接 下 来 的 大 多 数 lambda 表 达 式 中 出 现 。 

气 奇 在 建立 了 基本 的 lambda 表 示 法 后 ， 引 入 了 常用 逻辑 算 子 的 表达 
式 和 用 于 转换 为 等 价 公式 的 蔡 换 规则 。 印 奇 以 形式 化 方式 定义 了 这 些 变 
换 的 规则 ， 也 可 归结 为 : 

I。 如 果 新 的 目 变 量 不 与 公式 中 的 其 他 部 分 冲 突 ， 可 以 改变 某 个 自 
变量 〈 例 如 ，x 换 为 y) ; 

II。 在 公式 {Ax.M}(O 中 ， 如 果 N 中 不 包含 x 的 任何 东西 ， 那 么 可 以 
SORT ETHNIC Nerva 10M 
形成 的 Mi 

II. IL BATH T OA ECL. 

1E = — Fa lambdakki WW Ve CARRERA, DAR 8 Rex 
了。 他 修正 了 其 给 出 的 假设 ， 并 强调 :“ 整 个 系统 的 形式 字符 ， 使 得 从 
符号 的 本 身 意义 进行 抽象 ， 以 及 将 (形式 逻辑 的 ) 定理 证 明 看 做 是 可 以 
根据 一 套 特定 规则 在 纸 上 进 行 推 导 的 游戏 成 为 可 能 。”JH 引 这 个 理念 很 大 
程度 上 符合 形式 主义 的 传统 。 

印 奇 也 引入 了 缩写 conv 来 表示 “通过 转换 *"， 指 出 利用 规则 TS TT. 
II 可 以 将 一 个 公式 转换 为 等 价 形 式 ， 例 如 

Ax[x°+5x+7](A)convA-+5A+7 

印 奇 第 二 篇 论文 的 最 后 是 对 正 整 数 的 研究 。 他 使 用 了 lambda 表 示 法 
来 定义 符号 1、 后 继 、 加 运算 、 乘 运算 以 及 5 个 皮 亚 诺 公 理 ， 并 且 声 明 
道 : “我 们 的 纲领 是 要 在 之 前 所 描述 内 容 的 基础 上 建立 一 套 关 于 正 整数 
的 理论 ， 然 后 ， 通 过 已 知 的 方法 或 是 进行 适当 的 改变 ， 将 该 理论 推广 到 
ARR Re See ily, "297 

DS ay A Se ae EHR SESE TEN a EA: 2 (1907— 
1989) 的 帮助 下 继续 下 一 步 的 研究 。1934 年 ， 克 莱 尼 所 做 的 基础 工作 体 
人 


现在 可 以 使 用 
来 表示 。 


AxAyM 


AxyM 


TL3EJ6 T 1935*E C5 JE XE SHAH XC UE he RETI TE EECERE 
ie", -AZVSX A AP. DB iE S VO XL BU e 2c BB EY P3 V6: 
MURS ZHAN, SB Lupo tpe f BUG ASE BS Ap A S 
cC MERO. bel 

e BB. MXE, PRAIA SOS a, BR Re 
辑 义 涉及 算术 ， 但 是 这 里 我 只 想 集 中 探讨 一 些 基 本 的 算术 ， 这 样 你 就 可 
以 看 到 ， 如 何 通 过 单纯 的 字符 运算 来 实现 加 法 和 乘法 了 。 

定义 自然 数 时 ， 我 们 总 是 需要 从 0 或 1 开始 。 印 奇 和 克 莱 尼 是 以 1 开 
始 的 ， 下 面 束 是 其 符号 : —B— 


1 Aff (x) 
这 里 箭头 的 意思 是 “代表 "或 全称 是 *。 这 个 公式 看 起 来 似乎 有 点 怪 ， 实 
际 上 可 能 看 起 来 是 非常 怪 ， 但 这 仅仅 是 一 个 定义 ， 所 以 现在 还 没 必 要 妃 
完 其 意义 。 更 见长 的 版 本 十 
1 {aK F(x) ]} 


因此 ，1 实 际 上 有 是 一 个 售 有 两 个 目 变 量 帮 x 的 国 数 ， 非 音 唐 突 ， 定 
义 一 个 数字 技 然 需要 额外 多 出 的 两 个 变量 。 

Fr ge d ES C: 

Sho fs.f (p(f.x)) 

{Ray PEMA, RBKAWAN. Sela Bawa a ee, 
但 不 布 望 其 中 包含 3 个 目 变 量 。 
对 运 的 是 ， 符 号 2 可 以 定义 成 你 期 望 的 形 陈 : 

2 S(I) 
"n A4 ISH SE ERO ID FAS RR, IU ZR EPA IJ Ee Eit uc fs 
一 的 ， 因 此 要 使 用 下 和 面 1 的 等 价 表达 式 : 
l — Aab.a(b) 

当 使 用 A 表达 式 时 ， 函 数 和 变量 经 和 常 互 换 和 角色。 在 下 面 变换 后 的 公 
式 的 推导 过 程 中 ， 我 选择 性 地 使 用 花 括 号 来 标记 将 要 在 那 一 步 和 S 符 换 的 
包含 一 个 目 变 量 的 图 数 。 

图 数 S() 也 可 以 写 为 {S}1 或 者 : 


Ap fi. f ( p(f. x))| (和 ap a( b)) 
后 继 函 数 的 第 一 个 自 变量 为 p， 因 此 用 1 的 表达 式 将 函数 中 的 p 蔡 换 掉 ，4 
MIPIR J: 


fx. f (A ab. a( .x)) 
MEITAS AP RAL, VM Mu 


Afx. f ({Aab.a( (b) f. x x) 


Hf ka, xfifAb.: 


Mfs.f (.f (x)) 
XE TE So 
EE ig AE XA 
L> Afx. f (x) 
数字 2 定义 为 : 


2 — S (1) convAfx. J f(x)) 


ERF Ua QML IAS, KER OTE A 43 Me HN FR — X 35 
号 。 现 在 使 用 不 同 的 变量 Aab.a(a(b)) 来 表示 2， 并 尝试 确定 下 一 个 后 继 数 


151(2): 
Udo fs. f ( f (Cf. x))}(Aab.a(a(d))) 
WB, HIZB Rp: 
Af. f ({Aab.a(a(b))}( f.x)] 
Hf ka, xB deb: 
Mfr. f f (f (x))) 
IXJESHJAOAGN. DUBITA] GARIS dl [otis A IE SECHS 


RRIET HFS BN eR AEE. PIC io ue] Sk a RE: 每 
TARARE oS Ee Be KE e 


EAE HE DUI ES: 
+— Mo fx.p( f,.0(f,x)) 


有 点 怀疑 了 吧 ? 我 们 试看 将 2 和 3 相 加 。 首 先 我 们 需要 使 所 有 的 和 目 变量 不 
E]. dX A A Aab.a(a(b) {kK #22, Acd.c(c(c(d)) (#3, AEE {+} (2,3) 


FE: 

(Apo fx.p( f. O(f.x)) }(Aab.a(a(b)), Acd.c(c(c(d)))) 

ERAP, H2BUAXERo, HIB Axe tho: 
iichab.a(a(b))( f. cd c (e(c(a)))] (f.x)) 

BME TRB, RPH e, xfi d: 


Af. {Xab.a (a (b yr FU C x »)))) 


WES eg 272 —-S fe Tha, FSX) SIDE ES 251 : 


入 Ur) 


到 这 里 ， 我 们 吏 完 成 了 运算 。 答 案 与 SCS(S(S())- 致 ， 也 束 是 5。 
有 意思 的 是 ， 滋 法 函数 比 加 法 函数 还 要 人 简单 : 


x 2 Apox.p(a(x)) 
我 们 来 计算 2 和 3 的 乘法 ， 可 以 将 {x}(2,3) 写 成 : 
{Apox.p(o O(a '))}(A.ab.a(a(b)).Acd.c(e(e(a)))) 


HI28] AT Rp, 3H] AXE ho: 


Ax ab.a (a (0) (D cd.c (c(e(d)) hea) 


PULTE 3 AE p “TS Fx 8 THY BR 2: 


AX. i^ab. a (a a (b))) (44. x(a x(x(4)))) 


MER- TAA, FUE] Pe A A St ka: 


Ax A. b. Ad .x ( x(x(d ))) (U dx | x(x(d)) J (2 ) 


CORPS, Hb et ied 


Ax Ab. [Ad x (x(x(d)))}(x(2(x(4)))] 
Ig rci 8$ 3d: 
MET x(x (x (x(x (6))))) 


XE, “PA E2537 TER. 
这 些 数字 的 函数 定义 可 以 让 你 做 一 些 比较 奇怪 的 事情 ， 例 如 
{2}(3) 
Bl . 


| Aab.a ( a(b) j} (Acd É (c ( c(d )) ) 


ERER Y ARIKE, EUR IS: 


bab o( b(5(5(5(5(5(5(4)))))}}} 


ERES SIC, RABIN. tw AT Amin NK TT XE 
SCH: 


Amn.nm 


在 这 个 系统 中 ， 乘 比 加 看 起 来 要 人 简单， 指数 形 却 是 其 中 最 简单 的 。 
当 印 柯 、 殉 业 尼 和 和 岁 艺 使 用 A 演算 做 实验 时 ， 他 们 友 现 A 表示 法 可 以 表示 
任何 他 们 能 想到 的 东西 ， 这 是 后 来 称 为 4 可 定义 性 的 性 质 。“ 印 奇 一 直 在 


ie en ea 


库 尔 特 : 哥 德 尔 在 1933 年 来 到 高 级 研究 院 。1934 年 春 ， 他 在 普 林 斯 
申 讲 授 他 的 不 完备 性 定理 及 递归 函数 ， 弟 归 函 数 是 从 基本 原始 函数 友 展 
出 来 的 。-- 熙 让 哥 德 尔 对 递归 函数 感 兴趣 的 是 雅 元 : 攻 尔 布 兰 德 (1908 
一 1931) 在 1931 年 写 给 他 的 信 ， 这 位 年 轻 聪 明 的 法 国 数学 家 在 攀登 阿尔 


时 斯 山 时 童 外 里 亡 了 了 。 


尺 官 如 此 ， 哥 德尔 在 那 时 仍然 坚信 ，A 函 数 和 递归 函数 部 不 足以 包 


含 所 有 我 们 认为 的 非 正式 有 效 可 计算 性 。 


1936 年 ， 印 奇 发 表 了 “初等 数论 的 不 可 解 问题 ”2 站 ， 在 这 篇 文革 中 
首次 出 现 了 可 定义 ”一 词 。 (之 前 ， 克 莱 尼 在 使 用 lambda 记 号 表示 好 
辑 和 算术 运算 时 仅仅 使 用 了 “可 定义 ?或 者 “形式 可 定义 >”。) Bs AAS 
自己 之 前 的 论文 、 克 莱 尼 的 两 篇 论文 ， 以 及 克 莱 尼 即将 发 表 的 探讨 递归 
国 数 和 可 定义 函数 之 间 关 系 的 论文 。- 志 与 哥 德 尔 构造 了 一 个 不 可 判 
REI ATED, DPRMEUHSHSARIOSGARIFERBS SAAS RT 
题 。 

在 此 基础 上 ， 邢 奇 在 《符号 逻辑 期 刊 》 【他 上 自己 也 是 该 期 刊 的 编 
辑 ) 的 站 版 上 发 表 了 两 页 的 “判定 性 问题 的 笔记 ， 他 在 结论 中 写 
道 : “判定 性 问题 的 通用 情况 是 不 可 解 的 。 半 8 蜡 - 这 篇 文章 是 在 1936 年 4 月 
a 的 ， 比 图 灵 在 1936 年 5 月 28 日 提交 到 伦敦 数学 学 会 的 文 
EX Gti o 

1936 年 夏 ， 图 灵 可 能 花 了 大 部 分 时 间 阅 读 我 之 前 提 到 的 印 奇 和 克 羔 
尼 的 文章 ， 学 习 人 演算 ， 并 验证 它 如 何 与 自己 的 计算 机 器 相关 联 。 据 显 
示 ， 图 灵 的 三 页 附录 在 8 月 28 日 被 伦敦 数学 学 会 接收 。 图 灵 在 最 后 写 上 
f: “美国 新 泽 西 州 普 林 斯 顿 大 学 研究 生 院 。” 他 很 期 符 目 己 的 新 家 。 直 
到 9 月 23 日 ， 他 才 离 开 英 国 前 往 美国 ， 在 29 日 到 达 纽 约 。-?L 


Added 28 August 1936. 


APPENDIX. 
Computability and effective calculability 
The theorem that all effectively calculable (A-definable) sequences 
are computable and its converse are proved below in outline. 


1936 年 8 月 28 日 新 增 


B e 
可 计算 性 和 有 效 可 计算 性 
所 有 的 有 效 可 计算 AEX) 序列 都 是 可 计算 上 的， 反之 也 成 
区。 这 个 定理 的 证 明 将 在 下 面 简略 给 出 。 


在 这 里 , “和 窗 略 ”的 意思 是 证 明 中 会 跳 过 一 些 步 又 。 
It is assumed that the terms “well-formed formula” (W.F.F.) and 


“conversion” as used by Church and Kleene are understood. In the 
second of these proofs the existence of several formulae is assumed 


without proof; these formulae may be constructed straightforwardly with 
the help of, e.g., the results of Kleene in “A theory of positive integers in 
formal logic”, American Journal of Math., 57 (1935), 153-173, 219-244. 


A AT ZS ae F BiU be SEE A eB SS 
I”? (W.F.F.) 和 “转换 ”这 些 术语 。 在 第 二 个 证 明 中 ， 我 们 假定 了 一 
些 公 式 已 经 存在 ， 不 再 证 明 。 这 些 公 式 可 以 参考 克 莱 尼 的 论文 “ 形 
式 逻 辑 的 正 整 数理 论 ”[ 发 表 在 《美国 数学 杂志 》57 (1935) , 153- 
173，219-244] 直 接 构造 。 


”图 灵 这 里 说 的 “第 二 个 证 明 ” 是 指 上 述 定理 的 逆 命 题 ， ET 
序列 同样 也 是 4 可 定义 的 。 


The W.F.F. representing an integer n will be denoted by N,. 


表示 一 个 整数 n 的 W.F.F. 将 记 为 N,。 


我 们 开始 使 用 元 六 尼 对 1 和 后 继 数 字 的 定义 ， 但 要 使 这 些 自 变量 与 
图 灵 后 面 使 用 的 保持 一 致 ，N 是 ，AMxy.x(), NN, 是 Axy.x (x(y)), N 是 
Axy.x(X(X(X...(y)...))). 


We shall say that a sequence y whose n-th figure is q (n) is À- 
definable or effectively calculable if 1 + ọ (u) is a A-definable function 
of n, 


如 果 1+qg (Wy) 是 n 的 A 可 定义 函数 ， 我 们 就 称 第 n 个 数字 为 9, (n) 
序列 y 是 人 可 定义 的 或 者 是 有 效 可 计算 的 。 


o 两 次 出 现时 的 参数 都 应 该 是 n， 而 不 是 4， 因 此 表达 式 应 该 是 
1+9(n)。 可 计算 序列 y 的 第 n 位 是 0 或 者 1， 但 印 奇 和 克 莱 尼 定义 的 演算 


只 考虑 了 正 整 数 ， 并 不 包括 0。gq,(n) 并 不 是 4 可 定义 的 ， 因 为 0 不 是 A 可 定 
义 的 。 所 以 ， 数 字 都 加 上 1 变 成 1 和 2。 


i.e. if there is a W.F.F. 
M, such that, for all integers n, 
UM,J(N,) conv No 
i.e. (M, J(N,) is convertible into Axy.x(x(y)) or into Axy.x(y) 
according as the n-th figure of A is 1 or 0. 


如 果 存 在 W.F.F. M ， 使 得 对 于 所 有 的 整数 m， 
{M,}(N,,)convN 


py(n)+ 1, 
即 根 据 4 的 第 n 位 数 是 1 还 是 0，{M,}N,) 可 以 转换 为 xy.x(x(y)) 或 者 。 
Axy.x(y). 


最 后 一 行 的 A 其 实 是 错 的 ， 应 该 是 “的 第 n 位 数 "。 根 据 对 应 的 数字 
是 1 还 是 0， 值 N,《 指 序列 中 的 数字 位 ) 处 的 图 数 M 可 转换 为 Axy.x(x(y)) 
(49539,4822. 或 者 Axy.x(y) CEL 。 
例如 ， 如 采 y 的 第 5 位 是 1， 那 么 p 5 是 1， 并 且 
{M,}(N;) convN, (5)+1 


{M,}(N;) convN, 


To show that every A-definable sequence y is computable, we have 
to show how to construct a machine to compute y. For use with 
machines it is convenient to make a trivial modification in the calculus 
of conversion. This alteration consists in using x, x', x", ... as variables 
instead of a, b, c, .... 


73 f uEBdRE— Au] xe XU ya ce ATP SE, ETUR Te 4 
jae “SAY AT ay Las EQ Las n] UA UE TELE AR HH XE 
行 简单 的 修改 ， 这 些 修改 包括 使 用 x, x, x"... 作为 变量 ， 而 不 是 使 


用 a, b, c.... 


图 灵 至 今 还 未 使 用 任何 以 a、b 或 c 命 名 的 变量 ， 但 他 使 用 了 x 和 lly。 
他 希望 所 有 的 变量 都 具有 统一 的 形式 ， 因 为 毛 下 来 需要 进行 比较 和 匹 
配 。 这 与 第 8 市 的 要 求 很 相似 (本 书 第 205 页 ); MR EEEL 
处 理 前 需要 “系统 化 ”。 


Cf 
We now construct a machine ~ which, when supplied with the 
( 


formula M,, writes down the sequence y. The construction of it 


fe K 
some-what similar to that of the machine ™ ~ which proves all 
provable formulae of the functional calculus. We first construct a choice 


( 
machine ^ ~ ,, which, if supplied with a W.F.F., M say, and suitably 
Cy 
manipulated, obtains any formula into which M is convertible. ~~, 
"C 
can then be modified so as to yield an automatic machine ~ ~ , which 


obtains successively all the formulae 
[264] 
into which M is convertible (cf. foot-note p. 252). 


El 


我 们 现在 构 霹 一 台 机 带 “”“， 在 提供 了 公式 M\ 时 可 以 号 下 序 
E... X 
列 y。 APE EO RTE RE EIRA, OS UEBA T 


CL g 


Cy 
ER ea PAT A A ERA Ah. RTS ER PE PEL AS + 
Cy cp 
d 提供 了 一 个 W.F.F.， 例 如 M， 并 合理 调整 ， 使 = 
Cy 


:包含 任 一 M 可 转换 到 的 公式 ， 则 可 以 调整 ““ | 使 之 久生 出 自动 机 


p WRA 


EE 
AÑ 1 y d ;相继 得 到 所 有 M 可 转换 a 到 的 公式 (参见 第 252 页 肢 
"2p MR 
在 图 灵 论 文 的 第 252 页 有 5 个 脚注 ， 图 灵 引 用 的 是 第 二 个 《本 书 第 
205 页 ) 。 在 那里 ， 他 讨论 了 可 以 证 明 所 有 一 阶 旬 和 辑 的 可 证 明 公 邢 的 机 
骼 。 考 谍 到 4 表达 陈 转 换 的 系统 化 方式 ， 这 合 机 融 看 起 来 与 之 相似 ， 很 
可 能 更 加 人 简单。 


Cy (cp 
The machine ^" includes ~ ~ , as a part. The motion of the 
machine ^ ~ when supplied with the formula M, is divided into 


sections of which the n-th is devoted to finding the n-th figure of y. The 
first stage in this n-th section is the formation of (M,j(N,). This formula 


Cy 
is then supplied to the machine ~ ~ ,, which converts it successively 


into various other formulae. Each formula into which it is convertible 
eventually appears, and each, as it is found, is compared with 


a ax [eA], L.e. No, 


and with 


afa Hea], ie. Ni. 


(cp Cy Cy 
d EN Las d 的 一 部 分 。 所 供 公 式 M 时 ， x 的 操作 可 
以 划分 为 很 多 部 分 ， 其 中 第 n 部 分 用 来 寻找 y 的 第 Bno 第 mn 部 分 的 第 
Cy 
一 阶段 是 公式 {MJ(N)。 这 个 公式 接 下 来 提供 给 “用 来 将 公式 
续 地 转换 为 其 他 公式 。 每 一 个 可 转换 的 公式 部 会 最 终 出 现 ， 并 与 
下 列 公式 进行 比较 : 


x e {x} (3 (7) ] | (HN. 
T Ax| Ax'| {x}(x") ] | , BPN, 


这 如 是 数字 2 和 1 的 元 长 的 表达 式 。 为 了 实现 一 个 可 以 转换 人 表达 式 
WA Las EE" 必须 在 表示 法 中 保持 一 致 ， 而 不 包含 语法 捷径 的 方法 实际 上 
Fe Fx [H] 


If it is identical with the first of these, then the machine prints the figure 
1 and the n-th section is finished. If it is identical with the second, then 0 
is printed and the section is finished. It it is different from both, then the 


Cs 


work of ^ ~ „is resumed. By hypothesis, {M,}(N,,) is convertible into 
one of the formulae N, or N,; consequently the n-th section will 


eventually be finished, i.e. the n-th figure of y will eventually be written 
down. 


RGA SEE, AAACN, BnR. UA 
与 第 二 个 相同 ， 那 么 打印 90， 这 部 分 也 结束 了 。 如 果 与 这 两 个 虱 不 


Ch 
ee oOn—— 
以 转换 为 公式 N, 或 者 N,， 因 此 第 n 部 分 最 终 是 会 结束 的 ， 也 就 是 
说 ，y 的 第 n 位 最 终 会 写 出 来 。 


在 开始 更 加 复杂 的 变换 证 明之 前 ， 图 灵 空 了 一 行 ， 如 何 设计 一 
包括 特定 机 器 运转 情况 的 表达 式 。 


个 能 


To prove that every computable sequence y is A-definable, we must 
show how to find a formula M, such that, for all integers n, 


UM, Nn) conv IN 146, (n)- 


为 了 证 明 每 一 个 可 计算 序列 y 部 是 A 可 定义 的 ， 我 们 必须 和 完 说 明 
如 何 找到 一 个 公式 M,， 对 于 所 有 的 整数 m， 


{M | ( N, )convN , «6; 


这 个 公开 正好 和 之 前 那个 一 样 ， 只 是 最 后 那个 N 的 下 标 被 重 排 了 。 
a eer Tf Xe RE RIAL A 
JA ER BL o 


Let JM be a machine which computes y and let us take some 


Al 


description of the complete configurations of by means of 
numbers, e.g. we may take the D.N of the complete configuration as 


described in $6. 


假设 / | 是 一 台 计 算 y 的 机 器 ， 我 们 来 用 数字 描述 一 下 / | 的 
完全 格局 。 正 如 8$6 中 描述 的 ， 我 们 可 以 得 到 完全 格局 的 描述 数 。 

在 下 面 的 讨论 中 ， 我 将 会 引用 到 “格局 数 "， 这 其 实 束 是 人 简 蛙 的 连续 
整数 0, 1, 2, 3 等 ， 这 个 数字 随机 器 运转 而 递增 。 对 于 任何 一 个 特定 的 机 
器 ， 对 每 个 格局 数 ， 存 在 一 个 与 完全 格局 对 应 的 描述 数 。 这 些 是 非常 大 
的 数字 ， 包 括 了 描述 纸 带 上 已 打印 数字 及 下 一 个 m- 格 局 的 代码 。 


E | 
Let ~ (n) be the D.N of the n-th complete configuration of 


M 


.M 
A E (ny | 的 第 n 个 完全 格局 的 描述 数 。 


图 灵 在 这 里 使 用 的 n 古 我 所 指 的 格局 数 ， 而 (nn) 是 一 个 插 述 数 。 


E | 


The table for the machine AM gives us a relation between 


E | 
(n+1) and ~ (n)ofthe form 
E(n + 1) = p, (E(n)), 
where p, is a function of very restricted, although not usually very 


A 


simple, form: it is determined by the table for 


M 
从 J | 的 格局 表 中 ， 我 们 可 以 得 到 = (n+1) 及 2 (n [a] 


的 如 下 关系 : 
s(n+1)=p, (£(n)) 
其 中 p 是 一 个 严格 受 限 的 函数 ， 尽 管 通常 不 是 很 简单 : 其 形式 由 


-— 

p, 函数 将 一 个 描述 数 转 换 为 下 一 个 描述 数 。 一 般 来 讲 ， 输 入 是 一 个 
长 的 数字 ， 输 出 是 另 一 个 长 的 数字 。 这 个 函数 基本 上 必须 在 这 个 长 输入 
数 中 ， 寻 找 一 组 对 应 于 m- 格 局 和 扫描 符 的 特定 模式 的 数字 ， 并 基于 格局 
表 构 造 下 一 个 完全 格局 ， 有 可 能 包含 一 个 新 的 打印 符号 ， 并 改变 m- 格 局 
和 下 一 个 扫描 符 。 

图 灵 对 于 这 个 函数 的 “通常 不 是 很 简单 * 的 描述 切中 目标 。 这 个 函数 
需要 将 描述 数 拆 分 为 单个 数位 并 验证 它们 。 因 为 描述 数 是 十 进 制 数 ， 所 
以 这 个 函数 可 以 通过 先 将 数字 除 以 10 的 祝 ， 忽 略 分 数 部 分 ， 再 除 以 另 一 
个 10 的 宕 ， 保 留 余 数 ， 来 抽取 其 中 任意 长 度 的 部 分 。 尽 管 p 函数 毫 无 疑 
问 是 很 复杂 的 ， 但 它 肯定 是 能 被 想到 的 。 


p, is A-definable (I omit the proof of this), i.e. there is a W.F.F.A, 
such that, for all integers n, 


(A, UN) conv Ne(n+41). 


p 是 ) 可 定义 的 《我 略 去 了 这 部 分 的 证 明 ) ， 即 存在 一 个 合式 公 
式 A,， 对 于 所 有 的 整数 n: 


A | NI 
il (A £(n) con N ena) 


A 本 质 上 是 与 p 一 样 的 函数 ， 只 不 过 是 用 演算 的 语言 表示 的 。 它 用 
来 进行 描述 数 间 的 转换 。 


Let U stand for 


E | 


iu {{u}(A,)] (N,)|, 


where r= 


(0); 


SURIK 


Au {{u}(4, ) (N, ) | 
其 中 = 5 (0); 


这 人 句 开 头 的 大 写 U 应 该 有 一 个 下 标 y， 因 为 它 是 基于 一 个 特定 可 计算 
序列 的 。N 是 机 需 开 始 时 的 完全 格局 的 描述 数 一 数字 313。 这 个 数字 
对 应 于 标准 描述 DAD， 意 思 是 m- 格 局 9 (DA) 和 扫描 一 个 空格 

(DO 。 芍 量 v 是 格局 数 ， 随 着 机 需 运 行 依次 是 0、1、2 等 。 包 人 uv 的 是 
个 花 括 号 ， 通 种 意味 痢 是 个 函数 ， 虽 然 看 起 来 似乎 没什么 意义 ， 但 很 快 
URE A Bll EBA N. 


then, for all integers n, 


{Uy (Nn) conv Ng. 


那么 ， 对 于 所 有 的 整数 n， 
iU, | (N )c onvN.,. 


U 函 数 的 参数 是 格局 数 (0，1，2 等 ) 。 图 灵 认 为 ， 这 个 函数 可 以 
转换 为 那个 格局 的 描述 数 。 我 们 使 用 描述 数 4 来 验证 一 下 ， 其 中 需要 水 
及 转换 表达 式 {U.}(N)， 即 ; 


Uus lom ) (Neo ) (rox (x (x (x (»))))) 


在 U 函数 中 ， 我 使 用 了 N S ,而 不 是 N,， 正 因 如 此 ， 我 们 不 会 忘记 
下 标 代表 了 描述 数 。 用 4 的 表达 式 葵 换 函数 中 的 u 


Hoox(x (x (x (»)))JJ | A, (Me | 


现在 将 x 蔡 换 为 A 
p VA, | A, | A, | A, (Y | | ) J | N zo) | 


最 后 我 们 用 N G y. 


A, | A, | A, | A, | Ne (0) | Jj 


因此 最 后 的 结果 就 是 N SG ，， 这 和 图 灵 预 想 的 一 样 。 现 在 ， 你 就 可 以 看 


出 为 什么 将 定义 为 已 中 的 函数 是 有 意义 的 了 : 它 可 以 在 根本 上 将 出 现 
在 A 函数 中 的 u 混 合 柑 套 。 


It may be proved that there is a formula V such that 


conv N; if, in going from the n-th to the (n + 1)-th 
complete configuration, the figure 0 is 
| rinted. 
HVI Nenen) Nem) : 
conv Ny ifthe figure 1 is printed. 


conv Na otherwise. 


iconvN, 打印 了 0， 从 第 1 个 完全 格局 转换 至 第 1+] 
eet 个 完全 格局 ， 
[ON yy 
Uae ‘Wi conv N 打印 了 | 
[eonvN 其 他 情况 


图 数 V 莹 本 上 分 析 了 连续 两 个 完全 格局 的 朱 述 数 ， 并 确定 打印 0 或 者 
1， 或 者 什么 郡 不 打印 ， 这 又 是 一 个 复杂 但 可 以 想到 的 函数 。 


| 


Let W, stand for 


aul {{V} (AU) (EU, a0], 


so that, for each integer n, 


{{V}Ne(n+1))} (Nein) cony {W,,} (Nn), 


令 W 表 示 


[n (E Yo HO) 0.192) | 


因此 ， 对 于 任意 一 个 整数 m， 
H V } ( N eran Jj | Na | conv i W, | (N, ). 


个 命题 左 侧 的 公式 可 以 转换 为 N,、N, 或 N; 中 的 一 个 。 描 述 这 种 变 
m 容易 ， 可 以 先 插 述 转 换 后 的 结果 : 


{W,}(N,) 


将 多 替换 为 图 灵 刚 刚 给 出 的 那个 表达 式 


a K {4} ([U, j(u )))} ([U, (2) Jl (N,, ) 
—— der Eo Y No.) 


表达 式 {U CN 可 以 转换 为 N S 因此 ， 


HAH Nen (Nen) 
表达 式 {AJ}(N S TURKIN 全 ，，， 这 正 是 我 们 所 求 的 


7} (Nass ) (Nae) 


通过 这 个 简短 的 证 明 ， 我 们 可 以 知道 {W,}N,) 可 以 转换 为 N,、N, 或 
Ns， 这 取决 于 第 n 个 完全 格局 转换 为 第 n+1 个 时 打印 的 是 0 还 是 1， 或 是 什 
么 都 不 打印 。 


and let Q be a formula such that 

1{Q}(W,,)} ON.) conv Ns, 

where r(s) is the s-th integer q for which { W, }(N,) is convertible into 
either N, or N.. 


令 Q 是 一 个 公式 ， 使 得 


{{O}(W, )}(N, )eonvN,,, , 


其 中 r(s) 是 第 s 个 整数 g， 其 中 {W}(N,) 转 换 为 N, 或 N,。 


在 上 和 面 的 公式 中 ， 最 后 一 个 N 的 下 标明 显 应 该 古 r(s) 而 个 古 r(z)。 只 
有 一 部 分 的 完全 格局 才 会 打印 0 或 者 1， 函 数 r(s) 殉 是 用 来 揭示 这 些 完全 
格局 的 。 例 如 ， 如 果 在 1、4、6、7 等 完全 格局 中 打印 了 0 或 者 1， 那 
么 r( 机 返回 1，r(2) 返 回 4，r(3) 返 回 6，r(4) 返 回 7， 等 等 。 


Then, if M, stands for 
aw [{W,} (QIW, )} (0))], 


it will have the required property’. 

“In a complete proof of the A-definability of computable sequences 
it would be best to modify this method by replacing the numerical 
description of the complete configurations by a description which can be 
handled more easily with our apparatus. Let us choose certain integers to 
represent the symbols and the m-configurations of the machine. Suppose 
that in a certain complete configuration the numbers representing the 
successive symbols on the tape are s,s,...s,, that the m-th symbol is 
scanned, and that the m-configuration has the number t; then we may 
represent this complete configuration by the formula 


[85 Ne o Nen LE INS Nem INS, Ns], 
where 


[a,b] stands for Au| | (uY(a) K5)], 
la, b, c] stands for aul] laoo], 


etc. 


如 果 M 表示 


[tr (fever, ))o9)]. 


那么 它 将 具备 所 需要 的 性 质 。” 

1 在 可 计算 序列 的 A 可 定义 性 的 完整 证 明 中 ， 最 好 改变 这 个 方 
法 ， 用 我 们 的 机 和 硕 能 够 很 好 处 理 的 朱 述 代 符 完全 格局 的 数字 拉 述 。 
我 们 选择 东 些 整数 来 代表 这 些 符 号 和 机 需 的 m- 格 局 。 假 设 在 特定 的 
完全 格局 中 ， 那 些 代 表 纸 珊 上 后 续 符 号 的 数字 是 $S,S，S,， 其 中 第 mm 
个 符 亏 和 被 扫描 到 ，m- 格 局 的 标号 为 b 那么 我 们 可 以 用 下 面 的 公 去 
表示 这 个 完全 格局 


| ee | | 


其 中 
[a.b| 代 表 Au | {{u}(a)}(B) | 
[a,b e| A aul {{{u}(a)}(B)}(e) | ; 


在 图 赤 证 明 的 第 二 部 分 ， 他 开始 目 己 寻找 公 却 M,， 使 得 对 于 所 
An, 


iM ; } (N, )convN,,, ,,, 
这 个 公式 写 诉 我 们 序列 的 第 n 位 古 0 还 大 1。 我 们 先 来 分 析 : 
M,N, ) 


用 图 灵 刚 刚 为 M 推 导出 的 公式 代 蔡 之 ， 


fae] tr (feno, ))h(o) Dev.) 


FAN, HW: 
fm, | u O}(W, ))} (N, ) 


括号 中 的 表达 式 可 以 转换 为 N,,,， 因 此 


LW, }( No ) 


已 经 表明 ， 这 个 公式 可 以 转换 为 N,、N, 或 N,， 这 主要 取决 于 完全 格 
局 r(n) 打 印 的 是 0 或 1 或 其 他 。 然 而 ，r(n) 定 义 了 只 有 在 完全 格局 打印 了 0 
和 1 的 情况 下 才 返 回 。 

上 面 的 脚注 表明 ， 完 全 格局 在 纸 带 上 被 分 为 了 下 一 个 扫描 符 之 前 部 
分 及 下 一 个 扫 摘 符 之 后 部 分 。 图 灵 所 建议 的 用 来 表示 纸 融 这些 部 分 的 》 
表达 式 可 以 是 非 党 长， 并且 大 小 会 随 看 完全 格局 的 增长 而 增长 。 

下 面 是 论文 的 结尾 。 
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志 》 收 录 ， 这 时 距 他 抵达 普林斯顿 还 不 到 一 年 的 时 间 。 一 此 文章 开始 写 
JH: 


我 们 已 经 给 出 了 许多 定义 用 来 表述 与 “有 效 计 算 性 ?的 百 观 电路 
相对 应 的 确切 含义 ， 并 将 其 应 用 到 了 正 整 数 函 数 中 。 这 篇 论文 的 意 
图 是 为 了 表明 作者 所 介绍 的 可 计算 函数 与 印 琳 及 明 的 A 可 定义 的 函 
数 ， 以 及 与 由 赫 尔 布 兰 德 和 哥 德 尔 引入 并 由 克 业 尼 友 展 的 一 般 违 归 
函数 是 一 臻 的。 在 本 论文 中 ) 已 表明 ， 任 意 的 人 可 定义 函数 都 是 
可 计算 的 ， 并 且 每 一 个 可 计算 函数 站 一 般 递 归 函 数 。 


图 灵 首 先 通 过 给 出 一 台 图 灵机 来 证 明 A 可 定义 函数 是 可 计算 的 。 这 
台 疼 元 机 可 能 比 图 元 的 通用 机 更 复 洒 ， 它 可 以 解析 和 转换 4 函数 。 

证 明 的 第 二 部 分 展示 了 可 计算 函数 是 违 归 的 。 图 元 并 不 需要 证 明 可 
计算 函数 是 A 可 定义 的 ， 因 为 斯 帝 分 : 殉 瑟 尼 已 经 证 明了 如 归 函数 是 A 可 害 


义 的 《在 中 可 定义 性 和 递归 "一文 中) 。 这 样 ， 有 效 计算 性 的 三 个 定义 
BLS DT HK ARIEL Y o 
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的 实际 格局 表 。 当 他 在 印 奇 的 指导 下 写 博士 论文 时 ， 汪 论文 内 容 已 经 
完全 与 违 归 函数 和 A 孙 数 相关 了 。 
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历史 总 是 试图 用 一 系列 连贯 的 语句 和 段落 来 捕捉 生活 ， 然 而 现实 生 
活 通 常 杂 乱 旦 复杂 得 多 。 历 史学 家 必须 磨 平 事实 的 粗糙 棱角 ， 和 忽略 次 要 
人 物 ， 以 避免 离 题 。 这 些 简 化 有 时 候 会 扭曲 它 试 图 前 述 的 事物 ， 导 致 一 
系列 看 上 去 并 不 目 然 却 又 不 可 避免 的 事件 发 生 ， 好 像 任何 事情 都 不 能 改 
变 它 们 的 发 展 ， 甚 至 暗示 着 这 些 事 件 就 是 所 有 可 能 中 最 好 的 结果 。 这 些 
扭曲 的 结果 有 时 候 会 称 为 所 谓 的 ”历史 的 辉 格 解释 ”一 一 19 世 纪 的 那些 作 
家 把 大 瑞希 国 的 历史 摘 绘 成 正在 逐步 、 无 情 地 走 进 现代 议会 民主 制 ， 在 
此 之 后 ， 英 国 的 历史 学 家 赫 伯 特 :巴特 菲尔德 (1900—1979) 称 之 为 ” 历 
SR DERE RETE” o 
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古 “ 正 确 的 ?科学 理论 和 “适当 的 ?技术 的 受益 者 ， 因 此 ， 我 们 能 够 找到 贯 
通 历 史 的 链条 ， 把 结果 与 导致 其 不 可 避免 发 生 的 原因 联系 起 来 。 探 索 过 
程 中 的 过 失 都 被 忽略 了 ， 而 如 果 讨 论 的 是 历史 争论 ， 任 何 阻止 我 们 通 辐 
即将 为 之 庆祝 的 辉煌 时 刻 的 人 都 将 被 征服 。 

例如 ， 在 有 关 图 灵机 的 历史 中 ， 人 们 努力 将 它 看 做 一 系列 连贯 的 、 
逐步 实现 的 智慧 成 就 ， 从 康 托 尔 和 弗 雷 格 ， 到 罗素 和 和 希 尔 伯 特 ， 再 经 过 
哥 德 尔 、 印 奇 和 图 录 ， 最 终 在 1936 年 发 表 的 一 篇 数学 论文 后 达到 顶点 。 
MT TP TOOT he Maen M 

在 这 个 进展 中 ， 我 忽略 了 一 些 异 议 。 如 同 任何 智力 劳动 领域 一 样 ， 
数学 史上 也 充斥 着 争论 与 不 合 。- 上 在 19 世 纪 末 期 和 整个 20 世 纪 ， 这 些 
争论 频 老 地 涉及 数学 哲学 ， 特 别 是 经 第 涉及 无 穷 的 本 质 。 

数学 哲学 是 一 个 广泛 而 又 复杂 的 领 莽 ， 不 过 ， 或 许 最 基本 的 问题 既 
简单 义 令 人 不 安 ， 那 就 是 : 


数学 实体 在 何 种 程度 上 独立 于 研究 它 的 人 类。 
难道 数学 家 们 只 是 采用 与 天 文学 家 及 现 恒 星 和 其 他 天 体 关 不 多 的 方 





式 ， 来 发 现 已 经 存在 于 宇宙 国有 结构 中 的 数学 模式 吗 ? BAZAR TT at 
像 工程 师 设计 一 个 新 的 真空 吸尘器 ， 或 者 作曲 家 写 一 部 歌剧 一 样 来 发 明 
数学 吗 ? 伟大 的 数学 史 普 及 者 英里 斯 :元 羔 因 (1908—1992) 这 样 诗意 
地 摘 述 人 们 关于 数学 本 质 的 疑问 : 


数学 是 那些 埋藏 在 宇宙 深 处 ， 和 被 逐渐 及 据 出 来 的 钴 石 吗 ? 或 者 
它 融 像 人 类 生产 的 人 造 宝 石 ， 尽 管 灿 烂 ， 然 而 也 让 那些 肥 明 它们 的 
DUP ABLE FAS UAT Be tic? 一 


争论 的 一 方 是 现实 主义 者 或 者 相 拉 图 主义 者 ， 用 多 态 : 形 多 斯 的 话 
说 : “他 们 相信 数学 真理 的 客观 性 。 依 我 看 来 ， 柏 拉 图 式 的 存在 是 指 一 
ROME RRE ICNICORSET A INTUNTINNUR 
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构成 主义 者 来 说 ， 数 学 表面 上 的 永恒 和 超然 存在 仅仅 是 被 人 类 模式 识别 
拉 能 加 强 的 一 种 错觉 ， 这 种 拉 能 古 在 我 们 大 脑 中 经 过 数 百 万 年 进化 形成 


的 。 

这 两 个 极 闪 之 间 还 有 很 多 等 级 ， 每 个 级 别 都 有 各 目的 摘 述 名 称 和 拥 
A 
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式 的 理念 文 配 看 我 们 的 文化 ， 上 吸引 看 我 们 的 本 能 。 妆 我 们 大 喊 “ 找 到 
T! ”的 时 候 ， 是 表示 “我 发 现 了 它 ”， 而 不 是 “我 发 明了 它 ”。 大 卫 : 希 尔 
伯 特 在 第 二 届 国 际 数 学 家 大 会 上 友 表 演讲 之 后 的 100 多 年 来 ， 我 们 仍然 
会 对 他 的 话语 感到 激动 不 已 。 他 说 : 


无 论 这 些 问题 看 似 如 何 地 难以 接近 ， 无 论 我 们 站 在 它们 面前 感 
觉 有 多 么 无 助 ， 我 们 都 坚信 ， 经 过 有 限 步 纯粹 的 逻辑 过 程 之 后 ， 我 
们 必定 可 以 找到 答案 ...... 这 种 对 于 任何 数学 问题 都 可 解 的 坚信 ， 对 
数学 工作 者 是 一 种 强 有 力 的 鼓励 。 我 们 听 到 内 心 不 停 地 呼唤 ， 存在 
一 个 问题 ， 探 索 它 的 答案 。 你 可 以 通过 纯粹 的 推理 找到 答案 ， 因 为 
在 数学 里 没有 人 类 不 可 知 的 东西 。- 坟 L 


这 束 是 相 拉 图 主义 痢 的 泗 讲 ， 他 们 认为 解决 方法 已 经 存 在 ， 我 们 只 
南 要 去 寻找 它们 。 攻 全 在 布尔 伯 特 关于 证 明 完 备 性 、 一 致 性 和 判定 过 程 
的 厦 望 破 炎 后 ， 相 拉 图 主义 者 的 卫 般 仍然 斑 存 。 事 实 上 ， 相 拉 图 主义 者 
当中 比较 杰出 的 是 库 尔 特权 德尔 。 

数学 史 中 的 分 芭 不 仅仅 是 意识 形态 的 问题 ， 同 时 也 集中 在 适当 性 


上 。 某 些 基本 的 假设 构成 所 有 数学 证 明 的 基础 。 然 而 ， 有 一 些 假设 是 在 
有 限 对 象 的 条 件 下 拓 出 的 ， 在 将 其 应 用 到 无 穷 集合 时 束 会 出 问题 。 

“对 无 穷 的 思考 并 非 一 帆 风 顺 ，” 亚 里 士 多 德 〈 公 元 前 384 一 前 322 
年 ) 筑 穴 到 ， 我 们 可 以 想象 他 的 学 生 郑 重地 点 头 表示 同意 ，” 无 论 你 假 
设 是 否 存 在 无 穷 这 种 事物 ， 都 会 得 到 很 多 玉手 的 结论 。 一 和 

在 亚 里 十 多 德 的 《物理 》《 第 三 册 ) 中 ， 为 了 探 乞 这 个 变 约莫 测 的 
IB, EK od f SCZG23 4018 7623». KEERA IF REB S 18762376 EL TN 
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释 为 什么 不 存在 实 无 穷 。 他 陪 明 地 注释 道 :“ 事 实 上 ， 无 穷 与 人 们 所 理 
解 的 截然 相反 。 它 不 是 指 ' 除 本 里 之 外 没有 任何 事物 了 ，， 而 十 ' 除 本 映 之 
外 总 是 存 在 其 他 一 些 事 物 "。 盖 全 

亚 里 士 多 德 甚 至 不 允许 无 穷 作为 一 个 意识 层面 的 概念 而 存在 : 


依赖 于 人 类 大 脑 所 想到 的 东西 是 很 充 座 的 ， 因 为 过 度 和 缺陷 只 
会 存在 于 大 脑 中 ， 而 在 实际 世界 中 是 不 存在 的 。 可 以 把 我 们 当中 的 
任何 一 个 人 想象 得 比 实 际 大 很 多 信 ， 让 他 变 得 无 穷 大 ， 但 是 这 个 人 
并 不 会 因为 其 他 人 这 样 想 而 变 得 超出 党 人 那么 大 。 他 只 能 和 实际 一 
样 大 ， 如 果 别 人 想象 着 他 也 是 这 样 大 ， 那 么 只 是 巧合 而 已 。-. 


亚 里 士 多 德 不 是 柏拉图 主义 者 。 
不 是 每 个 人 都 会 接受 亚 里 士 多 德 拒 绝 无 穷 的 观点 。 哲 学 家 斯 还 
克 尔 纳 〈1913 一 2000) 这 样 评 论 亚 里 士 多 德 的 理论 : 


它们 从 来 不 会 被 无 异议 地 接受 。 相 拉 图 主义 的 哲学 家 们 ， 包 括 
奥古斯丁 的 神学 家 ， 总 是 将 已 知 总 体 的 无 穷 概念 视 为 合法 的 ， 无 论 
它们 连续 与 否 。 他 们 不 会 因 这 个 概念 不 适用 于 感 家 体验 而 天 恼 ， 因 
为 他 们 认为 数学 不 是 感官 体验 的 抽象 ， 更 不 是 感官 体验 的 持 述 ， 而 
丰 对 事实 的 描述 。 事 实 个 能 通过 感官 理解 ， 而 要 菲 推理 来 认识 。 

a 


y 


数学 家 们 经 党 被 实 无 穷困 扰 看 ， 并 且 试 图 以 一 种 安全 的 方式 来 处 理 
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第 一 个 公式 表示 了 一 个 极限 。 当 mn" 的 值 越 来 越 大 的 时 候 ， 这 个 表达 式 的 
值 趋同 于 何 值 呢 ? 它 同 我 们 熟知 的 欧 拉 党 数 靠近 ， 约 等 于 2.71828...。 

第 二 个 公式 采用 符号 w 表 示 一 个 实 无 穷 ， 因 此 根本 无 意义 。 

尽管 早期 的 数学 家 们 已 经 接近 极限 的 定义 了 ， 但 数学 上 极限 的 严格 
定义 是 由 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897) 提出 来 的 。 这 个 概念 
对 于 微 积 分 学 是 至 关 重 要 的 ， 它 为 微分 和 积分 运算 提供 了 坚实 的 数学 基 
础 。 在 极限 的 概念 提出 之 前 ， 人 铀 积分 学 是 基于 “无 穷 小 ”概念 的 ， 也 就 是 
一 个 非 零 数 〈 因 为 仍 可 以 将 其 视 为 一 个 有 限量 来 操作 ) ， 但 是 又 足够 接 
近 零 ， 使 得 最 终 可 以 忽略 它 。 人 铀 积分 学 中 仍然 存在 “无 穷 小 ”， 例 如 六 用 
dx 表示 这 些 无 穷 小 量 。 

19 志 纪 的 男 一 位 德国 数学 家 利 奥 波 德 : 元 罗 内 元 (1823 一 1891) 极 
其 赞赏 实 无 穷 在 数学 中 的 应 用 。 元 罗 内 殉 以 其 “上 和 营 创 造 了 整数 ， 其 他 
一 切 都 是 人 造 的 ”二 中 格 言 而 闻名 。 提 到 上 帝 一 一 或 者 更 准确 地 说， 对 
独立 于 人 类 而 存在 的 数学 实体 的 认同 ， 使 得 克 罗 内 克 看 上 去 像 是 个 柏 拉 
图 主义 者 ， 但 是 从 “其 他 一 切 ” 可 以 看 出 ， 他 是 一 个 绝对 的 构成 主义 者 。 
克 罗 内 克 想 把 数学 中 的 一 切 都 建立 在 有 限 整 数 的 有 限 结构 的 基础 上 ， 他 
研究 的 问题 甚至 还 包括 极限 的 概念 和 无 理 数 的 定义 。 

克 罗 内 克 从 前 的 一 位 学 生 开 始 从 事 一 项 令 人 吃惊 的 数学 研究 一 他 
不 仅 定 义 了 无 穷 对 象 的 集合 ， 还 对 这 些 无 穷 对 象 进行 了 杂乱 的 计数 ， 然 
后 对 这 些 值 进 行 了 算术 运算 。 元 罗 内 克 反 对 这 些 方法 ， 其 至 一 虐 阻 止 发 
表 这 些 研究 结果 ， 导 致 了 克 罗 内 克 对 这 位 学 生 进行 绰 恶 发 狂 的 迫害 的 名 
E. XXE em BIER. 

认同 元 罗 内 元 的 看 法 的 人 认为 这 种 迫害 更 多 地 应 该 归于 康 托 尔 偏执 
的 世界 观 ， 而 非 克 罗 内 克 的 真实 意图 。 汪 由 然 而 ， 历 史 是 由 胜利 者 书写 
的 。 康 托 尔 的 集合 论 及 其 对 可 数 集 合 和 不 可 数 集 合 的 区 分 ， 后 来 被 证 明 
是 非常 有 用 的 ， 因 此 数学 史 基 本 上 抛弃 了 克 罗 内 克 的 理论 。 

康 托 尔 提出 的 超 限 数 的 概念 是 极其 相 拉 图 主义 的 ， 甚 至 有 点 让 人 换 
不 着 头脑 。 下 面 的 这 些 话 是 他 在 1883 年 写 下 的 : 


我 们 能 够 从 两 种 意义 上 一 一 无 论 和 站 有 限 还 是 无 限 一 一 谈论 整数 








的 现实 性 或 者 存在 性 .…… 首 先 ， 我 们 可 以 认为 整数 是 实际 存在 的 ， 

因为 基于 目前 为 止 鸭 所有 定义 ， 我 们 完全 都 是 这 样 理解 的 ..…… 但 

是 ， 如 朱 把 数字 看 作 是 一 个 表达 却 ， 或 者 是 对 与 智力 相对 的 外 部 世 
界 中 事件 和 关系 的 一 种 复制 ， 那 么 现实 可 以 认为 是 由 数字 构成 

的 .…… 同 时 ， 因 为 彻底 的 现实 性 ， 我 的 观点 也 有 些 理想 主义 基础 ， 
那么 在 前 一 方面 中 存在 的 概念 总 是 拥有 以 茶 种 甚至 无 限 种 方式 存在 
看 的 短暂 现实 ， 在 这 种 意义 上 ， 我 确定 这 两 闫 现实 忠 是 同时 及 生 

的 .……… 这 两 种 现实 之 间 的 关联 基于 我 们 所 归属 的 一 切 的 统一 。- 全 
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PEEK SORTED Eno; BR (1881—1966) 提出 来 的 。 
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合体 ?。 在 早期 一 本 名 为 《生活 ， 艺 术 和 神秘 主义 》 (19050 We 
中 ， 布 邢 威 尔 “ 痛 区 工业 污染 和 人 闫 信用 其 鲁 意 及 所 建立 起 的 社会 结构 
XGESE BOATS. FREE AR’. MITTAL D Ins +BY 

ARREA MEREK E, JOR TEAR EAL. JS EPI Ee 
文 是 关于 数学 基础 (预示 看 他 后 来 的 兴趣 〉 的 ， 但 是 他 的 大 部 分 早期 工 
作 都 属于 拓扑 学 领域 。 

布 玫 威 尔 创 造 了 术语 “直觉 主义 ?来 描述 他 关于 如 何 用 主观 足 想 形 却 
OBE SEVERE. ENA eB MS “EMI TEAR EWI FES ea MT 
把 思想 从 一 个 人 表达 给 为 一 个 人 并 无 好 处 。 相 反 ， 形 式 主义 更 注音 对 出 
ee EA ee ee 
戏 略 好 一 点 。 

随 春 多 系 和 和 希 尔 伯 特 的 纲领 的 逐 潮 形成 ， 康 托 尔 的 工作 在 当时 也 已 
ZA] ZIRE © MAST BURL Cot A Be DUS ERA TH ISTE TO 
来 看 ， 康 托 尔 的 集合 论 和 超 限 数 的 广泛 应 用 只 能 导致 数 学 的 灾难 。 

布 办 威 尔 并 不 完全 反对 无 穷 的 概念 ， 他 接受 无 穷 集 的 构想 ， 但 前 所 
是 这 些 集合 是 可 构造 并 且 可 枚 举 的 ;也 束 是 说 ， 它 们 可 以 一 对 一 地 与 整 
数 对 应 。 早 在 1913 年 ， 布 牵 威 尔 束 强调 :“ 和 下 先 主 义 只 认识 到 可 数 集 的 
存在 .…... 并 且 他 们 认为 ， 阿 列 夫 零 是 唯一 存在 的 无 祁 谷 ”*。 一 -实数 集 
合 必须 被 严格 茶 止 ， 因 为 这 样 的 集合 里 的 元 系 是 个 可 数 的 。 定 义 实 数 集 
合 的 唯一 方法 是 声明 这 种 集合 包含 了 所 有 的 实数 。 你 不 能 从 展示 前 面 的 
几 个 数 ， 然 后 加 一 个 省 略 配 ， 或 者 定义 攻 种 包含 规则 。 没 有 规则 ， 也 没 


有 序列 ， 你 不 能 构造 这 个 集合 ， 所 以 也 不 存在 这 样 的 集合 。 因 此 ， 康 托 
尔 关 于 超 限 数 的 大 部 分 理论 “对 直觉 主义 者 训 无 意义 ”。-sl 

1918 年 到 1928 年 期 间 ， 布 元 威 尔 发 表 了 关于 下 筑 论 者 批判 形 却 主义 
纲领 的 文章 ， 同 时 发 表 了 一 些 笠 试 为 数学 提供 一 个 摆脱 问题 和 秀 论 的 新 
基础 的 文章 。 特 别 地 ， 他 发 现 了 排 中 律 的 问题 。 排 中 律 是 确定 菜 一 事物 
拥有 某 一 个 属性 或 者 不 拥有 该 属性 ， 而 不 存在 其 他 情况 的 原理 。 这 个 定 
健 适 用 于 有 限 集 合 ， 布 劳 威 尔 认为 把 它 应 用 到 无 穷 集合 上 是 轧 蕊 的 。 

(E—^ r3 AA MIT rp, HA 布 劳 威 尔 也 相信 一 个 收敛 序列 的 极限 总 
是 小 于 零 ， 或 大 于 零 ， 或 等 于 零 。 (从 某 个 音义 上 ， 这 与 排 中 律 是 相关 
的 ， 根 据 排 中 律 ， 这 个 极限 或 者 小 于 零 ， 或 者 不 小 于 零 。) 

下 面 是 一 个 数列 的 定义 : 

C ey ek 


H 


| 


| | ] 
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ix^ BU S LAT EC D: ， 因 此 当 n 小 于 k 
时 ， 这 个 数列 显然 是 收 钱 于 零 的 。 并 且 ， 当 n 大 于 Kk 时 ， 和 独 余 的 所 有 c, 值 


^ | 
MS “7, BR Jg rc Sc 
问题 在 于 : 大 的 值 是 连续 数字 0123456789 在 fr 在 中 首次 出 现 的 位 置 。 
c 会 收敛 于 一 个 小 于 零 的 值 ， 或 者 收敛 于 一 个 大 于 零 的 值 ， 或 者 收 
SF ENG? 这 取决 于 K 是 一 个 奇数 ， 还 是 偶数 ， 或 者 二 者 都 不 是 。 柏 拉 
图 主义 者 认为 ， 序 列 c 的 极限 是 一 个 实 实在 在 的 数 ， 哪 人 我 们 不 知道 这 
个 数 是 什么 。 构 成 主义 者 可 能 会 反击 说 ， 因 为 这 个 极限 是 不 能 被 构造 出 
来 的 ， 因 此 它 是 不 存在 的 。 它 是 未 定义 的 ， 排 中 人 律 在 此 便 不 适用 了 。 
有 一 次 ， 布 劳 威 尔 在 演讲 关于 这 一 不 定 序列 的 问题 ， 有 人 指出 ， 虽 
然 我 们 可 能 不 知道 c 是 怎么 收敛 的 ， 但 上 帝 知 道 。 布 劳 威 尔 回 答 道 :“ 我 
nik] Livin. "HAL 
PRAT EWE CAIMEN A BS SAP EAC, | SEAS SESE MME 
他 死 后 30 年 就 为 我 们 所 知 。- 二 对 连续 的 0123456789 出 现在 f 出 的 第 
17387594880 位 ， 所 以 c 收敛 于 2-77387594880 。 既然 布 劳 威 尔 原来 的 序列 在 


现在 已 经 亮 废 ， 我 们 很 自然 会 想到 k 的 男 一 种 判别 方法 。 我 们 重新 定义 Kk 
为 x 的 1 百 万 个 连续 的 7 出 现 的 位 置 。 因 为 rn 出 看 上 去 是 以 一 种 较 均 匀 的 方 
式 分 布 在 各 个 数位 上 的 ， 所 以 这 1 百 万 个 连续 的 7 也 许 不 会 出 现在 菏 个 地 
方 。〈 也 许 会。 里 然 很 多 数学 家 相信 rt 中 能 找到 任何 可 能 的 数字 序列 ， 
ee ERE: 除非 存在 大 于 宇宙 的 计算 资源 ， 人 否则 无 法 在 
T lj. ) 

YEATES AG HEPES TR, dno BUR IRAE SHIA 
AERE HEE, URA RARE EIKE Be o A ee FY EA uE HJ BY 


”逻辑 的 世界 同样 也 受到 影响 。 排 中 律 可 以 用 命题 逻辑 表示 为 ; 


-Fy 
EMERE I ZR Ais OR ARE Zo Le ERE, re SAS EF: 
A xd 
而 它们 都 等 价 于 : 
X k 
FIM KAX -> Xe Hea SBME CHETSUIECHUO"O 的 


FFERR, HU XH SB ABSA Ss Ze SA RS: ER 
ANH Be BH. 28 A Jes fg UH A SE. (EXER TER ee ee LE 
面 的 算式 代表 的 是 不 同 的 概念 ， 但 在 命题 逻辑 这 个 “条 重 的 工具 ”的 作用 
Te ENAR E Cia), -H4 

XS ARAB EU SB dno EARS ES RUTAS ACE A ESSI UG dx] 5 
la. eR (ARSE AR SR ae LOL. BEMA — eT 
ZU ER ASTA Ee “FRAT DAZ) Co Sey ER A AS ESTEE ELA EI] 73: SA ORE 8 m 
彩 的 结论 的 推理 模式 ; 我 们 将 看 护 它们 ， 支 持 它 们 ， 让 它们 更 为 有 用 ， 
无 论 成 功 的 希望 有 多 么 渺小 ， 没 有 人 能 将 我 们 从 康 托 尔 为 我 们 建立 的 天 
党 里 驱逐 出 去 。 芝 和 和 希 尔 伯 特 依然 在 寻找 不 需要 使 用 到 无 穷 的 更 为 严 
格 的 证 明 方 法 。 

硕 尔 们 特 和 布 苑 威 尔 之 间 的 激 言 草 语 渐渐 升级 到 了 顶点 。1928 年 ， 
MF RI buds AREH ERE] (CR ESETI) (Mathematische 
Annalen) Bj2mZs4g. (FN=SEMZ, BAIA E ONCE 
EFI) HJHAS, MERRIN. EXKL S BUR RBI 4 E PORC 
KEY, US POR ERA RRM. MWER] IE SB 
AN AF TH, FEBS SZ . 

Tl iE Z8 E X ESISE ES T A TT AY Ve X BU Xe 13 ea Be 
EMA. ge, ADERIR EWA Re SS EX A3. 


AFA, AER SRST BUR, ATTA te th EAE 
it. Hed r Bae AT BORA Bib ee ET 
普通 的 让 告 ， 它 有 30 页 长 ， 包 括 了 5 页 对 布 劳 威 尔 工 作成 果 的 介绍 〉。 
不 过 ， 纽 曼 只 写 了 计 告 中 布 画 威 尔 关 于 拓扑 学 研究 成 采 的 那 一 部 分 ， 而 
这 也 已 经 是 在 网 灵 的 文章 发 表 30 年 后 的 事情 了 。 

几 元 的 文章 很 奇怪 地 处 于 形式 主义 和 构造 主义 之 间 的 孤岛 上 。 他 的 
机 器 虽然 将 算法 限制 到 一 系列 事先 定义 了 操作 的 打印 符号 上 ， 但 他 区 列 
实数 和 可 计算 数 的 方法 ， 以 及 将 可 计算 数 定义 为 实数 中 那些 确实 可 被 计 
算 有 的 数 的 子 集 的 方法 ， 却 看 实 有 看 构造 主义 的 味道 。 图 姑 对 于 可 计算 数 
的 定义 后 来 导致 了 一 门 数 学 理论 的 诞生 ， 那 就 是 与 经 典 的 “ 实 分 
析 ”(real analysis) 理论 相似 的 “可 计算 分 析 ”(computable analysis) 。 
22 |. 
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程 。 在 机 器 还 没 计 算 到 数 的 某 一 位 时 这 一 位 并 不 存在 ， 图 灵机 也 不 能 锌 
一 个 有 和 穷 的 通用 过 程 判定 出 可 能 会 在 未 来 做 什么 。 不 存在 一 个 拭 法 ， 能 
让 你 从 机 需 的 描述 数 中 判定 出 机 套 是 个 会 打印 0 或 1， 或 者 它 是 个 会 打印 
有 限 个 0 和 1， 义 或 者 它 古 侣 会 打印 出 连续 的 0123456789。 如 此 有 这 样 的 
BIE, BTA WOR EMH BDL as POR TT Ba Ae Fah, FATT AT A 
判定 机 器 是 否 会 打印 连续 的 0123456789 〈 或 者 1 百 万 个 连续 的 7) ， 我 们 
惑 会 知道 布 孝 威 尔 的 序列 是 个 会 收敛 于 0。 

如 果 和 存在 这 样 的 算法 ， 那 束 意 味 看 如 和 nt 其 他 无 理 数 的 那些 无 穷 数 
位 是 一 种 独立 的 相 拉 图 式 的 和 存在， 它们 不 需要 实际 计算 就 是 存在 的 。 但 
AES ra 所 以 我 们 不 得 不 艰难 地 寻找 以 获悉 每 一 位 数 
子 古 什么 。 

瓯 像 你 所 看 到 的 ， 赂 灵 有 些 时 候 喜 欢 定 义 示 些 数 ， 这 些 数 的 数位 需 
要 依赖 其 他 机 硕 的 分 析 结 有 末 ， 这 些 数 最 后 都 梓 发 现 是 不 可 计算 的 。 布 区 
威 尔 在 他 1921 年 的 论文 “每 个 实数 都 有 一 个 十 进 制 展 开 吗 ? ”(Does 
Every Real Number Have a Decimal Expansion?) 231 中 做 了 类 似 的 事 
情 。 他 定义 了 一 个 实数 ， 它 的 每 一 位 数字 基于 nt 的 无 穷 数位 上 的 菜 些 数 
字模 式 出 现 的 位 置 。 

除了 这 些 有 趣 的 相似 外 ， 我 在 图 灵 1936 年 提交 给 伦 致 数学 学 会 的 这 
扁 论 文中 没有 友 现 其 他 与 布 萎 威 尔 直 和 觉 主 义 相 似 的 证 据 。 图 灵 的 研究 工 
作 和 和 结论 是 不 同 寻 常 的 ， 我 认为 他 并 不 是 在 条 种 特定 数学 哲学 观点 的 条 
条 框框 下 展开 研究 的 。 

1936 年 秋 ， 图 只 去 了 普林斯顿 大 学 ， 和 三 可 一 起 进行 研 完 ， 随 后 未 
— on FLAY REEL T diss BURY 


抒 奇 显然 同 直觉 主义 打 过 交道 。 当 他 1927 年 从 普林斯顿 拿 到 博士 学 
位 后 ， 他 曾经 有 两 年 的 时 间 为 国家 研究 奖学金 资助 的 项 目 工作 。 


我 在 哈佛 待 了 一 年 ， 在 欧洲 也 街 了 一 年 。 其 中 半年 在 哥 廷 根 ， 
因为 布尔 伯 特 当时 在 那里 ， 半 年 在 阿 姆 期 特 赃 ， 因 为 我 对 布 玫 威 尔 
的 研究 很 有 兴趣 ， 他 的 部 分 研究 工作 启发 了 我 .…... 我 想 他 已 经 不 再 
AS, HIRE. KA KAA TEIN ERT, EVA TIRE EAT 
FEAR tz HIES , tL 


“显得 很 老 ” 这 样 的 描述 是 比较 反 第 的 : a RAK BOR YY f C 
2:802, mj1929*FA4H 2; EV2R 7] 48/7 .. BANA RRMA ARABURE E 
纷争 确实 对 他 打击 很 大 。 

随后 ， 印 奇 似乎 有 一 种 考虑 下 沉 主 义 的 倾 回 (尽管 不 是 非常 坚定 的 
Bow Mev) 。 印 奇 的 第 一 篇 天 于 和 演算 的 论文 开头 一 句 是 :“ 在 这 遍 
文章 里 ， 我 们 为 形式 人 逻辑 提出 了 一 个 公理 集合 ， 其 中 避免 使 用 了 目 由 变 
旦 即 实 变量 ， 我 们 也 引入 了 对 排 中 人 律 的 菜 种 约束 ， 这 是 为 了 避免 与 超 限 
数学 有 关 的 矛盾 ”。 — 

印 奇 的 学 生 克 六 尼 的 研究 工作 里 也 展示 出 其 对 直觉 主 义 的 兴趣 。 南 
来 尼 在 他 的 《数学 导论 》 (Introduction to Metamathematics, 1952) 和 
MESARE (Eon Mae Heth) (The Foundations of 
Intuitionistic Mathematics, 1965) F, PES f HonEXHJmE Nu. ik 
19534E Ti F LZ FJ B. Fr foe BEL REE aaa, “SN Sse ye EAL HE 
al B — — HB SUL EEL AK — i OT RA eR VAS He Dg SB Ve cA, eL 

AIR JE BY BE t SEA =S ASRR. PR SSE fe SEL 
作 。 外 和 尔 在 硕 尔 伯 特 的 指导 下 在 哥 廷 根 完 成 博士 学 位 ， 在 苏黎世 大 学 教 
过 书 ， 并 于 1930 年 返回 哥 廷 根 继 承 和希 尔 伯 特 的 衣钵 ， 但 在 1933 年 因为 过 
子 是 犹太 人 而 被 迫 离 开 德国 。 在 1919 年 和 1928 年 之 间 ， 外 尔 一 直 从 直觉 
主义 的 角度 研究 数学 ， 从 来 没有 失去 兴趣 。 

图 灵 一 次 简短 的 从 直 和 沉 主义 思想 出 发 进行 的 答 试 出 现在 他 在 普 林 斯 
幅 时 发 表 的 一 篇 短文 里 。 这 高 短文 更 正 了 他 先前 那 人 扁 可 计算 数论 文 的 一 
些 观 点 。 我 在 第 53 页 讲 过 ， 那 马 可 计 算数 论文 最 初 友 表 在 伦 吝 数学 会 集 
刊 第 42 卷 第 三 部 分 (1936 年 11 月 20 日 发 表 〉 和 第 四 部 分 (1936 年 12 月 23 
HEK) 。 那 些 发 表 于 1936 年 10 月 和 1937 年 4 月 之 间 的 部 分 ， 后 来 被 统 
一 作为 第 42 益 第 2 系列 发 表 。 

而 图 灵 的 这 扁 短 文 出 现在 伦敦 数学 会 集刊 第 43 卷 第 七 部 分 (1937F 
12 月 30 日 发 表 ) 。 它 随后 又 被 收入 第 43 关 的 第 2 系列 ， 该 系列 包含 了 从 
1937 年 5 月 到 12 月 发 表 的 文章 。 





[544] 
ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO THE 
ENTSCHEIDUNGSPROBLEM. A CORRECTION 
By A. M. Turina. 

In a paper entitled *On computable numbers, with an application to 
the Entscheidungsproblem"' the author gave a proof of the insolubility 
of the Entscheidungsproblem of the “engere Funktionenkalkül". This 
proof contained some formal errors! which will be corrected here: there 
are also some other statements is the same paper which should be 
modified, although they are not actually false as they stand. 





“~ Proc. London Math. Soc. (2), 42(1936-7), 230-265. 
* The author is indebted to P. Bernays for pointing out these errors. 


WS ST auem aia 
A. M. 图 灵 

在 题 为 《 论 可 计算 数 及 其 在 判定 性 问题 上 的 应 用 "》 的 论文 
中 ， 作 者 给 出 了 “ 锋 义 函数 演算 ”(engere Funktionenkalkiil〉 下 判定 
性 问题 不 可 解 的 证 明 。 这 个 证 明 包 含 了 一 些 形式 上 的 错误 1， 我 将 
在 这 里 更 正 。 男 外 ， 那 遍 文 章 中 有 几 个 语句 的 表述 也 需要 修改 ， 里 
EA e TAXI SCIT CB f VA 





“伦敦 数学 会 集刊 ，(2) 42 (1936-7), 230-265. 
1 作者 感谢 贝 条 斯 指出 了 这 些 错误 。 


这 个 3 页 的 短文 分 成 了 两 部 分 。 第 一 部 分 对 原 论 文 第 11 市 判定 性 问 
题 不 可 解 的 证 明 中 一 些 公 式 和 表述 进行 了 更正 。 我 已 经 在 第 14 半 讲述 了 
这 些 更 正 。 为 了 保持 完整 性 ， 以 下 是 该 短文 的 一 部 分 ， 我 只 会 从 中 打 断 
WU. 


The expression for Inst 1,,S,S,L,, 4 on p.260 of the paper quoted 
should read 


sh (Rs,(x,y) & I(x,y) & K, (x) & F(x, x') & Fiy’,y)) 
= (me y) & Rg, (x', y) & K(x) & F(y',2) v | (Rs, (x,2) > Rs, (x',2)) 


& (Rs,(x,2) > Rs, (x',z)) & ... & (Rgy(x,z) > Rsy(x’,2)) J | 


$,,5,,...,5,, being the symbols which UH can print. 


那 篇 论文 第 260 页 的 表达 式 Inst{9,S,S,Lqi} 应 该 这 样 解释 : 


(x. y.x^ y!) (R, Gy) &I(x. y)&K, (x) & F (x.x') & F(y'.y)] 
= (I(x.y')&R, (x. y)&K, (x) & F(yz)v|(R. (x.z)— R (x'.z)) 


&(R, (x.z) — R, (x'z)) &...& (Ry, (x.z) Rs, (x2) ]]* 


S, S,..., Sy 是 A 可 以 打印 的 符号 。 


这 个 更 正 其 实 也 不 怎么 对 。 第 二 行 的 F(y"z 前 的 z 少 了 一 个 全 称 量 
词 ， 这 个 全 称 量词 修饰 整个 算式 的 余下 部 分 。 本 书 第 250 页 的 版 本 已 经 
纠正 了 这 个 错误 。 


The statement on p. 261, line 33, viz. 
“Inst{go Sp Sq Lq.) & pt). (CC, 一 CC,.1) 


is provable” is false (even with the new expression for Inst (q,5S,5,Lq, ] ): 


we are unable for example to deduce F(*” — (—F(u,u")) and therefore 
can never use the term 


Fo ay | (Rs (x,2) > Rg, (x',z)) &...& (Rs,(x,2) — Rg, (x',z)) | 
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in Inst (q,5,S,Lq, j. 


第 261 页 第 33 行 的 表述 : 


‘n+l 
是 可 证 明 的 ?是 错误 的 〈 残 算 换 成 新 的 表达 式 Inst{q .S,SL9 也 
是 错误 的 ) : 我 们 不 能 推导 出 F232 (一 F(u,u"))， 因 此 不 能 在 
Inst(q,S,S,Lq,) "F fie Hl 


“Inst{q,S,S,Lq,} & F"*? > (CC, 一 CC 


Feet) Ra 2) ay 2) > 2] 
iX — JJ, 


Jo lb BI RAER EL TACITA EE ETE TH VIT LZ o 


To correct this we introduce a new functional variable G [G(x, y) to 
have the interpretation “x precedes y"]. Then, if Q is an abbreviation for 


sana & (Fo. y GG,y)) & (Fix) & Giz, y) > Gla, y)) 


& Gee, V (Gà, y) & Fly,2)) V (Fix,y) & Fiz,y)) 一 ~- Fix.) | | 


the corrected formula Un( n )is to be 


(3u)AC A) 一 (3s)(3t) Rs, (s, t), 


where A( + | ' Jis an abbreviation for 
Q & (y)Rs (4, y) & Iu, u) & Kz, (u) & Des( /i). 
The statement on page 261 (line 33) must then read 
Inst{qa Sy Sq Lac} & Q & Ft» > (CC, — CC444), 

and line 29 should read 

r(n,i(n)-—b, r(n+1,i(n))=d, k(n)=a, Rn+1)=c. 
For the words “logical sum" on p.260, line 15, read “conjunction”. With 
Al 


-À 
these modifications the proof is correct. Un( ~ ‘ ) may be put in the 


form (I)(p.263) with n=4. 


为 了 更 正 这 个 错误 ， 我 们 引入 了 一 个 新 的 函数 变量 G [G(x, y), 
AR XÍEyX.BU"]. Fre, WRR 
(x)(Sw)(y. 2){F(x.w) &(F (x,y) 9 G(x, y)) &(F(x.z)& G(z.v) 2 G(x. y)) 


&| G(z.x)v(G(x.y)&F(v. z)) v(F(x.y) &F(z.»)) > (-F(x.z))]) 


那么 更 正 后 的 算式 Un( z | ize 
(3u) A (A) > (As) (St) Rs, (s.t) , 


其 中 ，A( M ) 表 示 
O&(y)Rs, (u,v) & I(u.u)& Kq (u) & Des (M). 


第 261 页 第 33 行 的 句子 应 该 解释 为 
Inst[g,$,$,Lq, & Q& F" (CC, > CCa). 
第 29 行 的 句子 应 该 解释 为 
r(n.i(n))- b, r(n*1i(n))- d, k(n)= a, k(n +1)=c. 
第 260 幢 的 词 “ 远 辑 和 ”应 该 更 下 为“ 合 取 ”。 通 过 这 些 更 正 ， 这 


个 证 明 将 是 正确 的 。Un( Ji ) 也 许 应 该 在 n=4 时 变形 为 第 263 页 I 的 
Tos 


更正 的 第 一 部 分 结束 后 古 一 个 空 行 。 第 二 部 分 是 关于 妨 一 内 容 的 ， 
涉及 原文 中 很 早出 现 的 一 个 段落 。 


Some difficulty arises from the particular manner in which 
“computable number” was defined (p.233). 


用 未 一 特定 方法 去 定义 “可 计算 数 ” 会 引用 一 些 困 难 《〈 第 233 
页 ) 。 


^N 


相关 的 这 一 段 在 本 书 第 68 页 : “如 果 一 个 序列 可 以 被 非 循 环 机 计算 
出 来 ， 那 么 它 束 是 可 计算 序列 。 如 果 一 个 数 与 非 循 环 机 计算 人 出 来 的 数 只 
相差 一 个 整数 ， 那 么 它 就 是 可 计算 数 。” 

图 灵 在 下 一 iP AI E” ENI 它 的 原意 。 如 果 图 灵 想 表达 
FEAT 4i 7 UR AA EE, E 该 会 使 用 “直觉 主义 ”一 词 。 此 外 ， 从 
后 面 一 句 话 中 显然 可 以 看 出 这 个 假设 并 不 满足 下 沉 主义 的 条 件 ， 即 使 它 


A ELEVA 


If the computable numbers are to satisfy intuitive requirements we 


should have: 
If we can give a rule which associates with each positive integer n 


two rationals a,, b, satisfying a, <a,,, <b,,,<b,, b, - a, < 2", then there is 
a computable number a for which a, x a x b, each n. 


(A) 


A AR n] TP REBT Be Zak, MAG: 
如 末 我 们 可 以 给 出 一 个 规则 ， 对 于 每 一 个 正人 整数 n， 都 有 两 个 
有 理 数 a Mb, Wa, <d,4,<b,,,<b,,5,-a,<2", 那么 对 于 每 个 n 都 存在 
一 个 可 计算 数 w， 
a, Xaxzb,. 
(A) 


对 于 直觉 主义 而 言 “ 规 则 ”就是 构造 法 。 对 于 从 0 开始 的 n，27" 等 于 
二 进 制 数 1, 0.1, 0.01, 0.001, 等 等 ， 所 以 这 个 规则 的 结果 是 一 列 相 邻 距离 
逐渐 接近 的 有 理 数 列 一 对 于 每 一 个 新 的 n 值 ， 距 离 的 值 都 小 《〈 石 移 ) 
了 一 位 。 通 常 我 们 将 这 个 序列 称 为 收敛 序列 。 





A proof of this may be given, valid by ordinary mathematical 
standards, but involving an application of the principle of excluded 
middle. 


按 一 般 意 义 上 的 数学 标准 ， 可 以 对 此 给 出 一 个 有 效 的 证 明 ， 但 
要 涉及 排 中 律 的 应 用 。 


问题 是 这 个 规则 的 结果 包含 了 一 些 无 法 通过 荣 种 方法 确认 的 东西 ， 
例如 A 的 无 穷 展 开 式 中 符合 特定 规律 的 连续 数字 。 图 灵 各 后 会 给 出 一 个 
更 有 图 灵 特 色 〈(Turingesque〉 的 例子 。 


On the other hand the following is false: 
There is a rule whereby, given the rule of formation of the 
sequences a,, b, in (A) we can obtain a D.N. for a machine to compute 


Qt. 


(B) 


从 另 一 方面 而 言 ， 下 面 的 说 法 是 错 的 : 

存在 这 样 一 个 规则 : 如 果 给 定 (A) 中 可 以 形成 序列 a fb, 的 那个 
规则 ， 那 么 可 以 得 到 一 个 摘 述 数 ， 一 台 机 器 将 可 以 使 用 这 个 描述 数 
计算 a。 
(B) 


注意 ， 他 认为 这 个 说 法 是 错 的 。 


That (B) is false, at least if we adopt the convention that the 
decimals of numbers of the form m/2" shall always terminate with zeros, 
zeros, can be seen in this way. 


至 少 如 果 我 们 采用 这 一 约定 ， 即 形 如 m2" 的 数 的 小 数 形式 以 零 
结尾 ， 则 (B) 是 错误 的 ， 这 一 点 可 以 从 以 下 方式 中 看 出 : 


形 为 mm/2" 的 数 是 有 理 数 的 子 集 ， 它 们 和 图 灵机 有 特定 的 联系 ， 因 为 
这 样 的 数 用 二 进 制 表 示 将 只 有 有 限 个 1。 例 如 ， 有 理 数 12345/65536 用 二 
进 制 表示 是 : 0.0011 0000 0011 1001 0000...， 因 为 65536 是 216， 只 有 小 
数 点 后 面 的 前 16 位 二 进 制 数 可 能 是 非 0 的 (取决 于 分 子 ) ， 其 余 位 都 是 
0。 任 何 m 小 于 2 的 形 如 m/2" 的 数字 都 以 至 多 几 个 非 零 二 进 制 数 位 开始 ， 
以 无 限 个 零 永远 继续 下 去 。 

图 元 将 会 给 出 一 个 构造 a 和 总 的 规则 ， 但 是 这 个 规则 基于 的 是 另 一 


l/ 
台 机 器 “ ”所 打印 出 来 的 序列 。 


| 1 
9. 
Let "' be some machine, and define c, as follows: c, = ? if 


Al 
〈 has not printed a figure 0 by the time the n-th complete 
l 


configuration is reached c, = 2 .. 273 if 0 had first been printed at the m- 
th 
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complete configuration (m<n). Put a, = c, - 2"*, b, = c, + 27. 


\/ 
令 “ ”表示 某 个 机 器 。 定 义 c JN: 如 果 在 第 n 个 完全 格局 时 


\ 1 
”还 没有 打印 出 符号 0， 则 cv = 名 ， 如 果 在 第 m msn) 个 完全 格 


1 
局 时 第 一 次 打印 了 0， 则 c 88-273. E Xa, =c,- 27, b, - c, + 2" 
2 


M 
让 我 们 看 看 例子 。 假 设 ”是 一 台 打印 序列 1111101... 的 机 器 。 下 
面 是 c,、q, 和 1b 的 计算 过 程 。 


| 129 


256 128 256 
m i né mr i me 


256 256 256 256 256 256 





1 

在 第 一 个 0 出 现在 序列 里 之 前 ，c 都 是 2。 如 果 第 一 个 0 出 现在 序列 

中 的 位 置 是 m 《例子 里 是 5) ， 那 么 在 n 大 于 或 等 于 mm 的 情况 下 ，c wast 
(2033-1y/20», 


Then the inequalities of (A) are satisfied, 


那么 (A) 中 的 不 等 式 成 立 。 


a, ELS XE TET, b PESER, a Ib, Æ WAIE a EF 
27, (SEP ESA EZ". ) 


A! 
and the first figure of a is 0 if 〈 ever prints 0 and is 1 
otherwise. 


\ \ 
如 果 ”打印 出 0， 那 么 a 的 第 一 个 符号 是 0;， 如果 ”没有 
打印 出 0， 那 么 a 的 第 一 个 符号 就 是 1。 


在 上 面 的 例子 里 ， 极 限 显然 是 127/256， 所 以 机 器 计算 出 来 的 wx 序列 
是 011111110000...， 表 示 那 个 有 理 数 。 如 果 在 n 等 于 4 的 时 候 序列 出 现 了 
第 一 个 0， 那 么 极限 是 63/128，a 序 列 束 古 011111100000...。 仪 当 0 从 不 

1 
在 序列 里 出 现 的 时 候 ， 极 限 才 是 2， 这 时 候 序 列 等 于 100000000000...。 
我 们 现在 显然 有 了 计算 qa, 和 b, 的 规则， 但 是 这 个 规则 建立 在 由 其 他 
M 
机 器 “ ”打印 出 的 序列 基础 上 ， 这 样 的 规则 需要 有 一 个 过 程 去 判定 像 
M 
“ ”这样 的 机 器 是 否 会 打印 出 0。 


N Y 
如 果 ”从 未 打印 90， 那么 a 的 第 一 个 符号 是 1;， 如 果 ”打印 过 
0， 那 么 wx 的 第 一 个 符号 是 0(。 于 是 ， 


If (B) were true we should have a means of finding the first figure 


of a given the D.N. of i : i.e. we should be able to determine 


N 
whether 7 ever prints 0, contrary to the results of 88 of the paper 


quoted. 


\/ 
如 果 (B) 是 正确 的 ， 给 定 “ ”的 D.N.， 我 们 就 有 方法 可 以 找到 


l 
a 的 第 一 个 符号 ， 即 我 们 将 能 够 判定 ”是 否 打印 过 0， 这 与 所 引 
用 论文 中 88 的 结果 是 矛盾 的 。 


这 里 的 “引用 论文 ” 指 的 十 图 姑 的 原始 论文 。 接 下 来 的 一 句 话 有 所 让 
人 展 惊 ， 它 乍 看 上 去 好 像 是 错误 的 〈 束 像 我 初 见 之 时 一 样 〉: 


Thus although (A) shows that there must be machines which 
compute the Euler constant (for example) we cannot at present describe 
any such machine, for we do not yet know whether the Euler constant is 
of the form m/2". 


IEF, BINARIA E TEE — EE Las BE e ER T IC 
样 的 数 ， 但 我 们 目前 还 描述 不 出 任何 这 样 的 机 器 ， 因 为 我 们 并 不 知 
道 欧 拉 第 数 是 否 是 m/2" 的 形式 。 


图 灵 在 这 里 提 到 的 欧 拉 沼 数 并 不 是 作为 目 然 对 数 基 的 那个 e， 而 是 
不 怎么 著名 的 欧 拉 常数 y (gamma) ， 它 的 计算 式 是 : 
ls Be 1d 1 5x] 
y-hm|lr—-c—-4:-—-ln(n) 
á secs 2 3 1 i2] 


或 者 换 一 种 更 有 启发 性 的 表达 式 ， 即 是 函数 ]X 的 和 式 与 积分 的 差 ， 


l8 ae | \ 
y=lim| 5 ——| —dx 
7 Hec | 2. 7 | | x | 
其 近似 结果 是 0.57721566490153286...。 
这 个 欧 拉 第 数 也 称 为 欧 拉 - 马 软 罗 尼 第 数 。 欧 拉 在 1734 年 提出 计算 
这 个 利 数 的 公式 ， 并 在 1781 年 计算 出 了 这 个 第 数 的 前 16 位 。 马 鞭 罗 尼 
(1750—1800) 之 所 以 在 这 个 常数 上 留 了 名 ， 是 因为 他 在 1790 年 将 它 精 
确 到 了 前 32 位 〈 虽 然 上 只 有 前 19 位 是 正确 的 ) ， 并 第 一 次 用 字母 y 来 表示 
IS A. H 


Ek 04 HEN EN RE PEI SS, AUT i Ba T OEE, 
没有 人 知道 它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 。 也 没 人 知道 ， 如 果 它 是 无 理 数 ， 那 
npe 1937 年 人 们 不 知道 ， 直 到 2008 和 年， 人们 依然 不 
ber 

本 章 开 头 引 用 希 尔 伯 特 的 话 时 提 到 了 “难以 接近 ”的 问题 。 实 际 上 ， 
应 该 在 那 句 话 前 加 上 : “考虑 任何 铁定 未 解 的 问题 ， 如 欧 拉 考 马 砍 罗 尼 
第 数 C 是 否 是 无 理 数 ， 或 者 是 否 存 在 无 穷 多 个 形 如 2"+1 的 系数 。 无 论 这 
些 问 题 看 似 如 何 地 难以 接近 ..……….” 欧 拉 一 马鞭 罗 尼 稼 数 被 认为 如 此 地 难 
ae 以 至 于 希 尔 伯 特 并 没有 把 它 列 入 新 世纪 数学 界 要 挑战 的 23 个 难 
题 之 中 。 

如 果 欧 拉 和 常数 是 有 理 数 ， 那 么 它 的 分 母 可 能 是 2 的 壤 次 方 。 如 果 这 
样 ， 它 的 二 进 制 表示 将 以 无 尽 的 0 结尾 。 

如 果 用 一 台 图 灵机 计算 y， 显 然 没 有 通用 过 程 可 以 判定 y 是 否 形 如 
mm/2"， 因 为 这 相当 于 判定 这 个 机 器 是 否 能 打印 出 有 限 个 1， 而 这 是 不 可 
能 的 ， 这 很 清楚 。 

图 灵 提 出 了 一 些 更 为 严重 的 问题 : 必须 知道 欧 拉 常数 是 不 是 有 理 
WM, Z Bex Iai BANA RAL, ARAL CDU Ae yet A 
a 这 让 那些 真正 动手 编写 算法 计算 y 的 成 千 上 万 位 数 的 人 
AR UE. 

不 过 ， 图 灵机 有 一 个 关键 点 ， 它 和 图 灵机 不 能 消除 已 经 打印 的 符号 
AR: 当 一 个 数字 是 m/2" 形 式 〈《m 小 于 2"?) 时 ， 我 们 期 望 图 灵机 在 前 mn 位 
后 都 打印 0。 但 一 台 计 算 欧 拉 和 帝 数 的 机 器 并 不 会 这 样 做 ， 因 为 计算 欧 拉 
常数 的 算法 会 用 越 来 越 小 (但 有 限 的 ) 的 项 去 逼近 它 。 如 果 欧 拉 稼 数 确 
实 是 m/2" 的 形式 ， 机 器 为 了 计算 它 的 确切 值 就 必须 知道 这 点 。 否 则 ， 机 
a ASME HI, ACA CAE Ap DE TREY. Anh Za) 
JEOM EAR AY, Ti AR etal el, Due E 2 A ce AE EPR 
的 ， 但 这 些 非 0 位 又 是 不 可 避免 的 。 

不 管 你 如 何 欣 和 贫 图 灵 对 欧 拉 和 瘟 数 问题 的 这 番 精 彩 的 分 析 ， 都 可 能 会 
发 现 他 的 解决 方案 比 问 题 本 号 更 糟糕 。 


This disagreeable situation can be avoided by modifying the 
manner in which computable numbers are associated with computable 
sequences, the totality of computable numbers being left unaltered. It 
may be done in many ways of which this is an example. 





“~ This use of overlapping intervals for the definition of real 


numbers is dud originally to Brouwer. 


通过 修改 可 计算 数 与 可 计算 序列 ， 或 者 与 其 余 不 被 改变 的 可 计 
算数 的 总 和 的 联系 ， 可 以 避免 这 种 令 人 讨厌 的 情形 。 这 可 以 用 多 种 
方法 "实现 ， 下 面 是 一 个 例子 ， 





"XPE H E E XC [RE XE. SCSIOBUT 75 12: 356 9] UT 4 A AUS o 


ALLE SEVA VE OC ETFI EUG HE XC UBER BU XP ANUS SEPIUS, D 
AXE WANE EC Rf So OR MY SEN XE XL EEF EN ERA « 

SRB XE SE 2 — BWR Bl eT Ze ip LA Bas, DSL TRIE ILES 
FOUATI IEE SE D] 73 TET PE JE BE “SSE UE XE E Et EF BE ce i RR BR — n3 
(Han A WIESE Ste E PU EES AU AEN, Masi A tik AT 
A, REI AE TE REFER E VERT EE D CS EE ABA n] AA JA o 

TF BAR SS A — FB a EH ESE ZEIT] IESE A PS CHE Jk € n] DE S SE 
无 穷 的 方法 来 定义 实数 。 

布 因 威 尔 为 这 一 过 程 肥 明 的 工具 束 是 “选择 序列 ”"。 选 择 序 列 有 几 种 
变形 ， 但 为 了 构造 一 个 实数 ， 它 们 部 是 有 理 数 对 的 无 穷 序列 ， 每 个 后 续 
对 定义 了 扔 套 在 前 一 间隔 内 的 间隔 。 例 如 ， 下 面 是 一 个 可 能 的 选择 序 
Jj, BES RS RN “MRE IN A SDN e 

[3,4] 
[3.1,3.2 | 
[3.14,3.15] 
[3.141,3.142] 


从 经 典 意 义 上 说 ， 这 个 选择 序列 是 在 收敛 的 ， 我 们 激动 地 发 现 它 似 
乎 收敛 于 n。 然 而 ， 在 谈 及 布 胃 威 尔 的 选择 序列 时 ， 有 必要 人 避 开 “ 收 
后 ”的 概念 ， 因 为 它 暗 含 实 无 穷 的 意思 。 这 个 序列 的 每 一 个 元 对 定义 了 
两 个 病 点 间 的 连续 区 | 间 。 选 择 序列 通过 这 样 保 持 连 续 的 性 质 。 这 个 选择 
序列 并 没有 极限 Tn。 相反 ， 它 保持 着 一 个 叫做 halo 上 是 的 类 型 ， 它 在 的 的 
附近 。 当 序列 越 来 越 长 ， 区 间 越 来 越 小 的 时 候 ， 这 个 halo 会 变 得 越 来 越 
小 ， 但 halo 永 远 不 会 收缩 到 精确 的 无 量 纲 无 理 数 无 r 上 。 
" — EAR 95 FAR EE EGRE B o A E] 396 PE HP RUP oe A DR EP] AI 


HD ee need, eR APA AE ce Be a PY TA IS, "DANIA 


是 实数 .….. 在 布 劳 威 尔 的 解释 里 ， 人 们 能 够 很 好 地 理解 实数 ， 因 为 
它 就 是 这 个 不 断 随时 间 增 长 的 序列 本 身 。 选 择 序列 并 不 是 用 来 台 近 
超 真实 里 的 实数 的 方法 。-s1 


在 特 筑 主义 的 连续 统 里 ， 实 数 总 是 不 完全 的 一 一 没有 终点 ， 水 远 不 
会 终结 ， 并 展现 出 一 个 非 0 的 维度 。 

上 上面 展示 的 选择 序列 可 以 由 一 些 算法 生成 ， 因 此 它 也 叫做 “ 似 定 
f£" Clawlike) 选择 序列 。 也 有 一 些 “ 非 似 定律 ”选择 序列 ， 其 中 的 每 个 
元 系 古 由 一 些 决定 序列 如 何 友 展 的 代理 (如 数学 家 ) 选择 的 。 效 学 家 长 
至 通过 抛 便 币 来 决定 选择 序列 中 的 元 系 。 


我 们 可 以 将 非 似 定律 选择 序列 看 成 一 种 直觉 ， 即 使 它 与 似 定 律 
的 直觉 在 茶 些 方面 相当 不 同 。 非 似 定律 选择 序 re, 
nes bate 或 超越 日 我 (transcendent ego) 随时 间 执 行 的 上 序列， 其 
中 只 有 一 部 分 古 确 实 完 成 的 。 事 实 上 ， 我 们 只 完成 了 它 的 有 限 的 初 
始 段 ， 非 似 定律 选择 序列 就 像 朝 看 实数 的 方 回 不 仿 地 义 勒 地 平 线 
(但 地 平 线 的 那 边 还 有 地 平 线 ) 。 我 们 应 该 把 它 看 成 一 种 “ 目 由 转 
PRA FE”. MIA, 我 们 这 里 说 的 选择 序列 是 一 种 过 程 ， 一 种 
随时 间 演 化 的 行动 序列 。 一 中 


选择 序列 也 可 能 是 似 定 律 和 非 似 定 人 律 选择 序列 的 组 合 。 例 如 ， 在 多 
个 非 似 定律 选择 序列 上 执行 事先 确定 的 算法 操作 。 

如 果 两 个 选择 序列 从 相同 的 元 素 开 始 ， 并 持续 保持 一 段 时 间 的 相 
等 ， 那 么 它们 可 以 视 为 相等 。 例 如 : 


[3.4] [3.4] 
3.13.2] [3.53.7] 
[3.14,3.15] [3.14,3.15] 


[3.141,,3.142] [3.141,3.142] 
过 了 一 段 时 间 ， 这 个 序列 可 能 变 得 不 相等 ， 而 是 区 间 重 县 
[3.141, 3.14175] [3.14125, 3.142] 
或 许 再 过 一 段 时 间 ， 序 列 又 相等 了 : 
[3.14125, 3.14175] [3.14125, 3.14175] 


接 下 来 会 发 生 什么 ， 我 们 只 能 去 猜 。 
这 样 看 来 ， 似乎 似 定律 选择 序列 可 以 由 产生 它 的 算法 完全 定义 ， 
此 它 能 表示 连续 统 上 的 离散 点 。 


即使 这 样 ， 对 于 选择 序列 表示 直觉 主义 连续 统 上 一 点 的 正确 理 
解 应 该 是 ， 这 个 选择 序列 必须 看 作 是 进行 中 的 选择 序列 ， 不 管 它 是 
似 定律 的 或 非 似 定律 的 。 对 于 非 似 定律 选择 序列， 这 点 比较 容易 理 
fie; 对 于 似 定律 序列 ， 这 点 也 应 该 相同 。 否 则 ， 如 果 把 似 定律 选择 
序列 看 成 完成 的 对 象 ， 那 么 我 们 又 会 被 引入 用 经 典 的 原子 论 观点 看 
每 直觉 主义 连续 统 上 的 点 的 圈套 里 ， 这 样 连续 统 就 会 中 汤 。 换 人 句 话 
讲 ， 直 觉 主义 连续 统 上 的 RID DANTE 十 么 >”， 而 表示 “ 变 为 什 
么 ”， 连 续 统 通过 这 个 性 质 而 保持 。 


读 过 图 灵 论 文 的 读者 应 该 感到 上 面 的 这 些 概念 有 点 熟悉 ， 因 为 我 们 
了 解 了 图 灵机 。 考 虑 一 个 能 表示 实数 的 图 灵机 (或 者 它 的 描述 数 ) | 
EIS TE RPL eee Moses E Em 些 数位 符号 。 它 永 远 不 会 aim 
结 ， 我 们 永远 不 可 能 通过 它 的 描述 数 判 定 这 个 实数 将 变 成 什么 样 。 
制 的 读 m/4 是 : 
110100100001111110110101010001000... 
(我 之 所 以 用 (mw4 而 不 是 而 /是 因为 为 mW4 在 0 和 1 之 间 。) 一 台 计 算 之 Ww4 
中 各 个 数位 的 图 灵机 可 以 看 成 是 在 计算 它 的 选择 序列 。 当 机 器 计算 到 第 
一 位 1 时 ， 这 一 位 并 不 表示 数字 0.1， 它 表示 的 是 从 0.10000000... 到 
0.11111111... 的 区 间 ， 因 为 这 是 开头 为 0.1 的 实数 可 能 所 在 的 范围 。 记 
序列 0.11111111... 等 于 1， 于 是 这 台 机 器 计算 产生 的 和 花 套 的 选择 序 
列 是 : 
[1.1,1.0] 
[0.11,1.00] 
[0.110,0.111] 
[0.1100,0.1101] 
[0.11001,0.11010] 
[0.110010,0.110011] 
[0.1100100,0.1100110] 


在 这 个 意义 上 ， 一 台 普 通 的 遵守 图 灵 约定 〈 也 就 是 不 会 控 除 已 经 打 
印 的 符号 ) 的 图 灵机 ， 会 产生 一 个 表示 可 计算 实数 的 布 邢 威 尔 选 择 序 
列 。 这 个 过 程 一 二 持续 ， 不 会 终结 。 


如 条 图 未 在 世 ， 用 我 的 方法 来 看 待 上 述 这 种 巧妙 的 联系 ， 他 和 是 不 会 


WAT. WA, THRARSRINATE, Bete a B21 tad REX A BUR 
AHS RETE x ATE MRA. ER ABI Ala Be ie BURA Ce, BI 
A a 4S TER a A OR EAE, SAU X 5H] EE ST 93 RA 
1928 年 的 论文 《连续 统 的 结构 》 (Die Struktur des Kontinuums) 相似 
182) 。 布 劳 威 尔 的 论文 讲 的 是 将 选择 序列 作为 一 种 树 形 结构 ， 通 过 重 半 
区 域 去 履 兰 连续 统 中 的 片段 。 这 可 能 会 让 图 灵 想 到 ， 如 何 将 可 计算 序列 
转换 为 可 计算 数 。 另 外 ， 为 了 解决 欧 拉 利 数 的 问题 ， 图 元 还 可 能 考虑 将 
其 机 峰 的 计算 范围 扩展 到 0 和 1 区 间 以 外 ， 因 为 他 的 机 霹 那 时 只 能 计算 0 
和 1 区 间 内 的 数 。 

在 图 灵 原 始 的 想法 里 ， 只 要 加 一 个 二 进 制 小 数 点 ， 一 个 可 计算 序列 
束 变 成 了 实数 。 不 过 ， 修 订 后 的 论文 里 的 表述 更 为 复 林 一 些 。 


Suppose that the first figure of a computable sequence y is i and 
that this is followed by 1 repeated n 
times, then by 0 and finally by the sequence whose r-th figure is c,; then 
the sequence y is to correspond to the real number 


(2i — Dn + > (2c, — 1)(3)’. 


r=] 


假设 可 计算 序列 y 的 第 一 个 数 是 i 它 之 后 跟 春 mn 个 连续 的 1， EA 
后 是 0， 最 后 是 一 个 第 r 个 数 是 c 的 序列 ， 那 么 这 个 序列 y 对 应 的 实数 
AULAE: 


符号 ;表示 数 的 正 负 号 ; 0 表示 负 号 ，1 表 示 正 号 。n 个 连续 的 1 表示 
数 的 整数 部 分 。0 起 到 分 隔 作用 ， 它 的 功能 就 像 一 个 二 进 制 小 数 点 。 接 
下 来 的 那个 序列 表示 数 的 小 数 部 分 ， 它 的 形式 忌 古 为 : 
2 4 8 , 16, 32 
bo dedere 


2° 9 27 sl 243 
其 中 c 表 示 每 一 项 是 正 写 (等 于 1 时 ) REM Ss ¢ 





POH, — Aplast] EW eR. P LBS 2: 
1 111110 11011... 
我 在 数 子 间 留 了 空 际 ， 古 为 了 便于 转换 。 它 的 第 一 位 是 1， 表 未 古 个 下 
数 。 搂 下 来 的 5 位 征 连续 的 1， 以 0 结尾， 所 以 正 数 部 分 是 5。 人 小 数 部 分 


AE: 





2 & —W I6. 32 
二 十 一 一 一 十 一 十 一 - 
3 
35 
. 278 6 


4218 £99 
在 这 一 步 后 已 经 完成 的 数字 是 “243 或 ”<42 。 注 意 ， 被 计算 的 这 个 数 
字 的 整数 部 分 是 6 而 不 是 5。 如 果 表 示 小 数 的 那些 数位 全 是 1， 那 么 小 数 
部 分 就 是 : 

2. 4 X IB - 32 

一 十 一 一 一 一 十 一 十 一 一 十 *…: 

3 9 27 8L 243 
TKAF2. K, WBA) MC ALORA EO, MARA 
于 ，2。 一 个 整数 部 分 被 编码 为 N 的 序列 其 实 可 以 还 原 为 N-2 到 N+2， 相 
当 于 创造 了 一 个 重 辣 区 间 ， 


If the mechine which computes y is regarded as computing also this real 
number then (B) holds. 


如 果 计 算 y 的 机 器 也 可 以 看 成 是 计算 这 个 实数 ， 那 么 (B) 成 立 。 
也 就 是 说 ， 如 果 存 在 一 个 规则 可 以 公式 化 表达 接近 某 个 数 的 序列 a; 
M, b 我 们 就 可 以 得 到 这 台 机 器 的 描述 数 。 机 占 在 内 部 计算 qa_ 和 b ， 然 
Ce 
打印 0 或 者 1。 
在 这 个 过 程 中 ， 我 们 只 能 通过 单一 的 、 基 于 收敛 边界 的 方法 来 计算 
] 


5 二 

数 。 我 们 再 也 没 法 用 一 台 简 单 的 机 器 来 计算 像 2 或 4 这 样 的 有 理 数 。 
1 

yc HEA Yh HURL th AR PARMA Sle, 2 的 序列 现在 


H 
JE: 


001010 1101 0100 1101... 
前 两 位 表示 正 写 和 二 进 制 小 数 点 。 后 面 的 几 位 表示 2/3, -/4/9, 8/27, 
416/81， 等 等 。 这 里 给 出 的 这 部 分 序列 用 大 于 3 位 十 进 制 或 者 10 位 二 进 
l 


PRIEREZ 2 e 

JURIMBGA IU RAE, Dba mE AE EERE 71 Ho m/2" 
FSU FB "ELA rm EE RIE AAT BS BOE YT 38 TU EAR FEIN TC H3] 
0. BI —^- VATE 35 ORO FEY AP 8,352 53 — 1 EIN Z3 ZG BR AT 388 JH. 
有 有 限 个 项 的 数 相对 应 。 


1 
还 有 男 一 些 方法 计算 2。 下 面 是 其 中 一 种 : 
0 10 0101 0010 1011 0010... 
第 一 位 表示 正 写 ， 接 下 来 的 两 位 表示 数字 1。 再 接 下 来 的 几 位 表示 
再 -2/3, 4/9, -/8/27, 16/81 等 项 ， 了 刚好 与 前 面 第 一 个 序列 相反 。 


The uniqueness of representation of real numbers by sequences of 
figures is now lost, but this is of little theoretical importance, since the 
D.N.'s are not unique in any case 

The Graduate College, 

Princeton, N.J., U.S.A. 


通过 数字 序列 来 表示 实数 的 方法 现在 并 不 唯一 了 ， 但 从 理论 上 
讲 这 并 不 重要 ， 因 为 任何 情况 下 摘 述 数 都 不 是 唯一 的 。 

Wt FEE Be 

Ee OT, Se ERLE VR T 


这 就 是 图 灵 这 篇 短文 的 全 部 内 容 。 图 灵 这 次 对 假设 和 推理 的 改变 给 
我 们 带 来 的 那 点 迷惑 似乎 并 不 遗憾 。 现 在 ， 我 们 有 了 一 个 对 可 计算 数 的 
不 怎么 蒙 琐 的 数学 定义 ， 这 或 许 会 让 我 们 稍 感 满足 ， 但 是 依然 很 难 弥 补 
我 们 从 哲学 角度 对 连续 统 问 题 汇 然 无 措 的 迷失 感 。 
对 连续 统 的 设想 
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正 的 计算 机 有 所 帮助 。 数 字 计 算 机 是 由 半导体 管 和 其 他 一 些 如 继电器 和 
真空 电子 管 等 开关 机 制 部 件 构 建 的 。 这 些 半 导体 管 组 装 成 逻辑 门 ， 从 而 
实现 简单 的 逻辑 功能 。 寄 存 器 和 累加 器 等 高 层次 的 组 件 都 是 由 这 些 逻 辑 
PRAGA. H 

图 灵机 是 由 什么 构成 的 呢 ? 图 灵 从 来 没有 告诉 过 我 们 。 图 灵 并 没 打 
算 让 他 的 机 器 成 为 实际 计算 机 的 蓝图 。 图 灵机 是 对 计算 的 一 种 简单 抽象 
的 模型 ， 这 种 计算 既 可 以 由 人 完成 ， 也 可 以 由 机 器 完成 。 图 灵 创 造 图 灵 
机 的 初 囊 是 为 了 一 个 特定 的 目的 : 证 明 对 于 一 阶 逻 辑 并 不 存在 通用 判定 
过 程 。 只 是 后 来 ， 我 们 发 现 这 种 想象 中 的 机 器 对 理解 计算 理论 也 有 重大 
的 辅助 作用 。 这 个 转变 花 了 20 年 的 时 间 ， 也 就 是 在 图 灵机 成 为 了 我 们 目 
前 称 之 为 “计算 机 科学 ”这 一 学 科 的 研究 对 象 之 后 。 

将 图 灵机 应 用 于 其 他 目的 〈 而 不 是 单纯 为 了 证 明 判 定性 问题 )》 ， 雷 
要 在 某 种 程度 上 重新 改造 图 灵机 。 大 多 数 图 灵机 会 永 不 停 地 计算 0 到 1 
之 则 某 个 实数 的 数位 。 数 学 里 的 闸 见 任务 ， 也 是 计算 机 编程 里 的 常见 任 





务 ， 束 是 函数 的 计算 。 一 个 函数 圾 要 一 个 或 者 几 个 数 作 为 输入 一 一 称 作 
孙 数 的 参数 。 基 于 输入 ， 函 数 会 输出 计算 的 结 来 一 一 称 作 函 数 的 值 。 





一 类 重要 的 函数 就 是 数论 函数 ， 之 所 以 这 么 称呼 是 因为 它 的 输入 和 
输出 仅 限 于 卓然 数 。 图 灵 在 其 论文 的 第 10 节 (本 书 第 219 页 ) 中 发 明了 
一 种 技巧 来 计算 数论 函数 ， 即 打印 由 单个 0 间隔 的 连续 1 的 串 。 第 一 个 0 
前 的 连续 1 的 个 数 表示 参数 为 0 的 函数 值 ， 第 二 个 0 前 (第 一 个 0 后 的 连 
续 1 的 个 数 表 示 参 数 为 1 的 图 数值 ， 等 等 。 

对 图 灵 的 数论 函数 持 怀 疑 态度 的 一 位 数学 家 是 斯 带 分 : 科 尔 : 克 羔 
尼 。 克 莱 尼 是 邱 奇 在 普林斯顿 的 学 生 ， 他 在 1934 年 取得 博士 学 位 ， 之 后 
Fr aR E BT E SE ED IESU. 

克 莱 尼 后 来 写 道 : “BARR ERRAR Las AE DLE, 
但 我 依然 对 他 用 如 此 简单 的 方法 将 此 应 用 到 数论 函数 的 计算 中 表示 怀 
疑 。 在 任何 情况 下 ， 只 有 完全 函数 g(x) 才 能 用 这 种 方法 计算 。” 了 十 图 灵 


EAT FT YES BEA] PRN FA, oe ee eRe AT PAY PS T ROL o 

1941E FPA, GES SE TE Er EE SE Be I KE BS — 1 290 3 ul yr 
讨 班 上 开始 寻求 一 种 不 同 的 解决 方法 。 克 莱 尼 重新 改进 的 网 灵机 在 他 
1952 年 出 版 的 经 典 图 书 《 元 数学 引 论 》 的 第 8 节 中 占据 了 重要 的 位 置 。 

殉 瑟 尼 版 本 的 图 灵机 仍然 是 恋人 和 从 写 ， 写 特写 ， 沿 纸 市 左右 移动 。 不 
过 ， 它 只 限于 一 种 人 符号， 即 一 个 人 简单 的 竖 线 ， 称 为 tick 或 tally 符 写 。 机 
髓 只 有 这 种 符号 和 空格 。 目 然 数 以 由 衬 格 分 割 的 一 系列 连续 格 上 的 tick 
从 号 表示 。 克 瑟 尼 的 目 然 数 以 0 开始 ， 一 个 tick 符 号 表示 0，2 个 tick 从 号 
表示 1， 以 此 类 推 。 元 瑟 尼 好 像 是 第 一 个 在 文章 中 将 图 姑 机 纸 之 的 例子 
作为 插图 的 人 人。 二 

图 灵机 通常 以 一 个 空白 纸 带 开始 。 而 克 莱 尼 改进 后 的 机 器 则 从 一 个 
己 经 编码 了 一 个 或 几 个 隔 着 空格 的 连续 tick 串 符号 〈 作 为 图 数 输入 ) 的 
Rises. TREN Aas THe th eA, FOR Ss Ba E. 
克 莱 尼 给 出 的 第 一 个 例子 是 计算 后 继 函 数 〈 即 计算 被 编码 的 数 的 下 一 个 
数 ) 的 值 。 它 只 是 简单 地 将 另外 的 tick 符 号 打印 在 现 有 tick 符 号 串 的 后 
面 ， 因 此 很 方便 。 

TJE PIER CV Las I ip ETE BA BREN EA EAT Te, SSL 
A CMT EAE RPS LE S o XALA CA REA LE BEAL RE 
局 ， 但 是 有 克 莱 尼 所 谓 的 “被 动 状 态 ”"， 即 已 经 不 存在 机 器 可 以 到 达 的 位 
置 。 当 机 喜 被 指令 转移 到 不 存在 的 格局 时 ,，“ 这 个 机 需 被 称 为 俘 止 了 ， 
我 们 称 它 停止 时 候 的 状态 为 终止 状态 或 者 输出 ”。- 生 

在 图 灵 的 概念 里 ， 一 台 好 的 机 器 一 一 图 灵 称 之 为 非 循 环 机 ， 即 符合 
要 求 的 机 器 ， 是 永 不 停止 的 。 经 过 克 末 尼 改 造 后 ， 一 台 好 的 机 器 将 在 计 
算 完 图 数 后 停止 运行 。 一 全 陷入 了 无 限 循环 而 无 法 俘 止 的 克 线 尼 机 
是 “不 好 ”的 机 右 。 显 然 ， 克 及 尼 的 机 器 更 接近 传统 的 数学 观念 ， 即 函数 
接受 输入 并 经 过 有 限 步 又 输出 结果 。 

天 如 第 15 章 讨论 的 ， 到 了 1936 年 ， 已 经 存在 3 种 形式 的 计算 有 效 性 
直观 表示 ， 它 们 是 : 


) Exp 

) 1934, APE ARSE SHE Ge aii OR A E s HJ e CTD XE CET] 8 UH ER 
Dl, WORE Y 3E HB ATE: 

) Dap Re SESE AE (EREKE) 及 展 的 /可 定义 函数 。 


这 三 种 不 同形 式 表 示 方 法 的 等 价 性 ， 一 部 分 是 由 图 灵 在 1936 年 天 于 
可 计算 数 的 论文 的 附录 中 建立 起 来 的 ， 更 严格 的 说 明 古 在 其 1937 年 的 论 
文 “ 可 计算 性 和 入 可 定义 性 ”中 。 为 外 ， 斯 带 分 : 殉 米 尼 在 1936 年 的 论文 ^ 


可 定义 性 与 递归 性 ”中 也 有 所 说 明 。 现 在 “递归 函数 “与 "可 计算 函数 ” 几 
PRAHE. 

HRR wA JE E 7 e Eh XE EARRA A EMRA n] 
EEA. ME (CRE SH) PH, BAHE Hh OS S 
iHi "BE—H CRT TP RB CB ARC AE MH Ta] lS ee — HVA 
Hj. "SE MES NAS Po: “图 灵 论 题 ， 即 每 一 个 被 目 然 认 为 可 
计算 的 函数 在 他 的 定义 下 《〈 即 通过 一 合 图 灵机 ) 也 是 可 计算 的 ， 它 实际 
ES B S IO aS ir... tt 


在 其 1967 年 出 版 的 书 中 ， 元 六 尼 将 两 个 论题 结合 在 了 一 起 : 


AR AEB ae BES ITH. BUN MAH ENA KA BB 
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自 那 以 后 ，” 艺 奇 抒 图 灵 论 题 ” 成 为 了 最 适当 的 术 话 。 

《元 数学 导论 》 显 然 是 一 本 面 癌 数学 家 们 的 书 。6 年 以 后 ， 另 一 本 
经 典 苦 作 帮 助 我 们 跳出 纯 数学 的 视野 ， 从 计算 机 科学 的 角度 图 述 问 题 。 

马丁 : 戴 维 斯 于 1928 年 生 于 纽约 市 。 他 在 1950 年 获得 了 普林斯顿 大 
学 的 博士 ， 其 博士 论文 是 《递归 的 不 可 解 性 理论 》。 戴 维 斯 的 论文 导师 
EIRA, BÆKKE (1934 年 ) 和 图 录 1938F) 的 导师 。 

在 伊利 话 伊 大 学 教书 时 ， 戴 维 斯 开始 称 判 定 图 灵机 能 人 耕 完 成 计算 的 
问题 为 “停机 问题 >”， 也 许 最 早 是 在 1952 年 。-z 这 个 术语 在 1958 年 戴 维 
斯 出 版 了 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 一 书后 而 广为人知 。 在 这 本 书 的 前 言 
里 ， 戴 维 斯 诡秘 地 写 道 :“ 虽 然 这 一 卷 里 真正 新 的 东西 很 少 ， 但 是 我 对 
相应 主题 的 安排 和 论述 可 能 会 让 专家 感到 新 闲 ，” 随 后 他 做 了 说 明 ,“ 特 
别 是 ， 图 灵机 的 概念 是 这 本 书 行 文 论 述 的 关键 。 盖 时 

在 殉 业 尼 的 《元 数学 导论 》 中 ， 图 灵机 下 到 第 321 页 才 出 现 ， 在 第 
13 章 之 前 也 没有 更 深 的 提 及 ; 而 在 戴 维 斯 的 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 
中 ， 图 灵机 在 第 1 半 的 第 一 页 束 出 现 了 。 

和 元 羔 尼 一 样 ， 戴 维 斯 把 目 然 数 表 示 为 连续 的 tick 从 号 ， 并 用 图 灵 
机 来 计算 函数 。 用 图 灵机 计算 加 法 、 减 法 、 乘 法 的 例子 出 现在 书 的 第 12 


页 。 

里 然 《 可 计算 性 和 不 可 解 性 》 表 面 上 是 数学 图 书 ， 但 是 戴 维 斯 意识 
到 这 本 书 “ 由 于 和 茶 些 哲学 问题 以 及 数字 计算 机 理论 相关 ， 一 些 非 数学 
Zt Ay RBA o7 env LL 

为 进一步 强调 不 同 ，《 可 计算 性 和 不 可 解 性 》 作 为 McGraw-Hil 出 
版 公司 ”信息 处 理 和 计算 机 系列 从 书 “ 中 的 一 部 作品 出 版 。 即 使 在 这 僚 从 


书 中 ， 这 本 书 也 是 独一无二 的 。 其 他 书 都 关注 于 计算 机 硬件 和 程序 设计 
的 “实用 ”主题 。 在 1958 年 和 1959 年 ， 该 从 书 出 版 了 《模拟 仿真 : 场 问 题 
的 求解 》、《 高 速率 数据 处 理 》、《 数 字 计 算 机 入 门 》、《 数 字 计 算 机 
系统 》 和 《数字 计算 机 编程 入 门 》。 

马丁. 戴 维 斯 的 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 真 正 开 创 了 将 可 计算 性 作 
E Ou reposo weer TIN 
Fo 

在 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 的 第 70 页 ， 马 丁 . 戴 维 斯 引入 了 一 个 和 
图 灵机 密切 相关 的 术语 : 


现在 ， 令 Z 表 示 一 个 人 简单 图 录 机 。 天 于 Z， 我 们 有 如 下 判定 问 
jel: 

对 于 一 个 给 定 的 瞬间 描述 ga， 判定 是 否 存在 一 个 以 开始 的 对 Z 
的 计算 。 

_ 也 融 是 次 ， 我 们 希望 确定 如 条 给 定 初 始 状态 ， 那 么 Z 会 不 会 最 
终 停 止 ? 我 们 将 这 个 问题 称 为 Z 的 停机 问题 -0 。 


在 第 70 页 的 最 后 ， 戴 维 斯 构想 了 一 个 定理 :“ 存 在 一 种 图 灵机 ， 其 
停机 问题 是 递归 无 解 的 。” 

戴 维 斯 的 书 影响 深远 ， 一 谈 到 停机 问题 束 会 联系 到 图 灵机 ， 尽 管 图 
灵 原 来 设想 的 图 灵机 是 永 不 停止 的 。 

除了 速度 、 存 储 能 力 、 人 机 交互 设备 不 尽 相 同 外 ， 现 代 计 算 机 大 体 
上 上 类似。 每 台 能 模拟 图 灵机 的 计算 机 〈 这 是 最 简单 的 需求 ) 都 是 一 台 通 
用 计算 机 。 此 外 ， 一 人 台 通 用 计算 机 能 够 模拟 任何 其 他 通用 计算 机 。 

最 初 的 一 些 很 简单 的 计算 机 甚至 还 达 不 到 图 灵机 的 能 力 。 显 然 ， 第 
一 台 至 少 能 称 为 潜在 通用 计算 机 的 是 Z3， 由 康 拉 德 : 楚 泽 在 1938 年 至 
1941 年 建造 。- 世 如 果 说 是 建造 成 功 ， 第 一 台 通 用 计算 机 应 该 算是 查 尔 
斯 : 巴 贝 奇 在 19 世 纪 30 年 代 建 造 的 分 析 引 人 擎 ， 虽 然 它 是 由 一 扒 齿 轮 而 不 
EE RERUM UUHON MUST 
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通用 计算 机 的 一 个 关键 特性 是 可 编程 性 。 必 须 存 在 某 个 将 指令 集 引 
入 计算 机 的 方法 ， 使 计算 机 能 啊 应 这 个 指令 集 。 现 代 计 算 机 将 这 样 的 指 
令 集 作为 字 节 存储 在 内 存 里 ， 称 为 机 器 码 。 在 楚 泽 的 机 器 里 ， 指 令 集 的 
编码 用 35mm 的 电影 胶带 上 的 打 孔 来 表示 。 巴 贝 奇 的 机 需 则 使 用 打 孔 的 
卡片 ， 与 控制 纺织 机 的 卡片 有 点 像 。 

一 些 早期 的 计算 机 只 能 用 很 不 灵活 的 指令 序列 进行 编程 。 一 个 通用 
计算 机 必须 能 够 根据 上 几 步 的 计算 结果 跳 过 一 些 指令 序列 。 这 个 特性 我 


们 现在 称 为 条 件 分 文 ， 这 对 于 实现 条 件 循环 是 必要 的 。 
I ENEE n 
元 Jo 

最 杞 在 互联 网 上 广泛 使 用 的 超 文 本 标记 语言 (HTML) 并 不 是 用 来 
为 计算 服务 的 ， 因 此 它 显 然 不 是 图 姑 完 备 的 。 经 党 在 HTML 中 使 用 的 
JavaScript 就 古 图 灵 完 备 的 。 儿 乎 所 有 现今 使 用 的 编程 语言 都 是 图 灵 完 
的 。 任 何 图 只 完备 的 编程 语 计 者 可 以 模拟 任何 其 他 图 只 完备 的 编程 语 

图 灵机 不 仪 说 明了 进行 有 效 计算 的 最 基本 和 需求， 也 说 明了 它 的 限 
Bl: 没有 任何 一 合 现代 计算 机 或 一 门 编程 语言 能 够 比 图 元 机 更 强大 ， 没 
有 任何 计算 机 或 编程 语言 能 够 解决 停机 问题 ， 没 有 任何 计算 机 或 编程 语 
言 能 够 判定 其 他 计算 机 程序 的 未 来 运行 状态 。 你 不 能 使 用 更 “先进 ”的 编 
程 语 言 或 者 不 一 样 的 机 器 来 应 付 这 种 限制 。 你 能 做 的 ， 只 能 是 加 快 计 算 
机 的 工作 速度 。 你 可 以 拿 出 上 于 个 处 理 需 组 成 并 行 计 算 机 集群 ， 以 进行 
大 规模 的 并 行 计算 ， 但 是 你 不 可 能 将 无 限 市 往 我 们 生活 的 这 个 无 助 的 有 
限 世 界 里 ， 哪 怕 一 点 点 。 

一 些 数学 家 不 顾 图 灵机 的 限制 ， 煞 然 钻 入 超 计 算 领 域 ， 以 试图 让 机 
右 摆 及 图 元 的 限制 。 图 元 目 己 也 部 分 推动 了 这 项 工作 。 他 在 目 己 1939 年 
Ac MRE HUI Ve BET Re Be Bt (Systems of Logic 
Based on Ordinals) 中 称 之 为 “ 神 论 ”， 并 写 道 : 


假设 我 们 拥有 一 种 可 以 解决 〈 不 可 判定 ) 数论 问题 的 不 确定 方 
法 ， 那 么 可 以 称 这 种 方法 为 神 论 。 对 于 这 个 神 论 ， 我 们 除了 知道 它 
肯定 不 是 一 台 机 硕 外 无 法 知道 更 多 。 在 这 个 神话 的 帮助 下 ， 我 们 可 
以 构造 一 种 全 新 的 机 需 《〈 称 为 o- 机 融 ) ， 这 个 机 占 的 某 一 个 基本 进 
程 可 以 用 来 解决 给 定 的 数论 问题 。- 疡 


也 许 我 们 每 个 人 都 希望 生活 中 有 这 样 的 神 论 ， 来 帮助 我 们 解决 环 手 
的 问题 。 探 索 超 计算 的 研究 学 者 基于 神 论 的 概念 ， 将 其 他 特性 引入 图 灵 
机 以 使 其 不 再 受到 先前 的 限制 。 虽 然 出 现 了 一 些 很 有 趣 的 数学 构造 ， 但 
是 这 样 的 超 计 算 机 并 不 切合 实际 ， 因 为 它 违 反 了 一 些 基 本 的 物理 定律 ， 
比如 加 速 时 间 使 得 每 步 计 算 都 是 前 一 步 计 算 的 2 时 长 。 马 丁 : 戴 维 斯 形 
容 超 计算 是 谜 一 样 的 问题 ， 并 将 它 与 三 等 分 给 定 角 和 发 明永 动机 这 样 的 
ay AVE Lhe, HA 

在 我 看 来 ， 超 计算 的 研究 对 于 解答 计算 的 普遍 性 是 很 有 价值 的 。 图 
灵 设 计 出 假想 的 机 器 ， 以 刻画 人 类 计算 者 在 执行 特定 算法 时 进行 的 基本 
操作 。 他 发 现 ， 图 灵机 具有 一 些 固有 的 限制 。 那 以 后 的 几 十 年 ， 我 们 建 


造 了 和 图 灵机 等 价 的 计算 机 ， 因 此 同样 面临 这 些 限 制 。 我 们 还 没有 找到 
有 效 的 方法 来 摆脱 这 些 限 制 。 

基于 上 述 原 因 ， 计 算 的 普遍 性 (在 能 力 和 限制 上 〉 对 于 任何 数据 处 
理 活动 而 言 似乎 都 是 基本 存在 的 。 这 些 限 制 就 像 是 热力 学 定律 一 样 是 自 
然 界 内 在 的 规则 。 

如 果 图 灵机 的 内 在 限制 不 能 在 遵守 物理 定律 的 前 提 下 被 超越 ， 那 么 
对 于 那些 执行 计算 或 馆 辑 运算 的 内 在 机 制 而 言 ， 这 又 蜡 示 看 什么 呢 ? SU 
我 们 从 探索 人 的 思维 和 宇宙 目 身 的 角度 来 考虑 这 两 个 最 重要 的 〈 也 许 甚 
至 有 些 令 人 烦恼 的 )“ 内 在 机 制 ? 时 ， 这 个 问题 变 得 最 为 深刻 。 

严格 地 说 ， 图 灵 定 理 只 涉及 图 灵机 和 机 械 算 法 的 等 价 问题 ， 并 不 一 
定 意味 着 不 存在 超越 图 灵机 计算 能 力 的 计算 机 器 ， 这 样 的 机 器 也 未 必 一 
定 违 反 某 个 物理 定律 。- 乞 

也 许 我 们 漏 反 了 什么 ， 也 许 存 在 茶 种 神奇 的 物理 机 制 能 够 执行 非常 
强大 的 计算 操作 ， 而 这 种 机 制 无 法 在 图 灵机 上 模拟 出 来 。 图 灵机 真 的 有 
助 于 我 们 对 人 类 思维 和 宇宙 的 理解 吗 ? 或 者 我 们 只 是 思春 地 把 一 个 非常 
复杂 的 问题 简单 化 到 图 灵机 的 层次 上 ? 

图 灵机 在 数学 和 计算 领域 外 的 遗留 问题 出 现在 图 姑 1936 年 论文 发 表 
之 后 的 几 年 ， 源 于 沃 伦 : 麦 卡 洛克 (1898- 一 1969)， MAR- PLY (1923— 
1969) 的 一 次 偶遇 。 

在 底特律 ， 青 年 闫 特 :| 风 次 聪明 好 学 ， 目 学 了 拉丁 语 和 希腊 语 、 哲 
学 和 数学 ， 家 里 人 都 认为 他 是 一 个 怪 才 。15 罗 的 时 候 ， 他 跑 到 了 过 加 
哥 。 因 为 无 家 可 归 ， 沃 特 : 匹 次 大 多 数 时 间 游 落 在 公园 里 ， 在 那里 ， 他 
遇见 了 一 位 名 叫 伯 特 的 老人 人， 他们 在 哲学 和 数学 上 有 着 相同 的 兴趣 。 介 
特 建 议 他 恋 一 谈 由 芝加哥 大 学 教授 角道 夫 :. 卡 尔 纳 普 〈1891 一 1970) 与 
的 一 本 出 版 于 1937 年 的 书 ， 可 能 是 《语言 的 逻辑 句法 》。 沃 特 : 匹 欧 读 
了 这 本 书后 ， 束 径直 前 往 卡 尔 纳 普 的 办 公 室 ， 与 他 讨论 目 己 在 书 中 发 现 
JLA. RS RR A a ee A SE PR FL 

如 果 你 不 相信 这 个 故事 ， 那 么 下 面 的 故事 似乎 更 可 信 。 伯 特 兰 : 罗 
素 在 芝加哥 大 学 教书 的 时 候 ， 有 一 次 散步 从 杰克 逊 花 园 经 过 ， 发 现 有 个 
年 轻 人 正在 看 卡尔 纳 普 的 书 。 于 是 ， 罗 素 和 年 轻 人 开始 交谈 起 来 ， 并 把 
UG ug Bl) Y RARZSGEHJZRAR. HH 

还 有 一 则 故事 。 当 匹 欧 12 岁 、 还 生活 在 底特律 的 时 候 ， 有 一 次 被 几 
RRB EE, FREE ABE. ABB We, URRAN TEM. fhe 
REE MRA AY (BCI) (EYRE. KAMER, Zn 
给 罗素 写 了 一 封 信 ， 指 出 了 书 里 的 一 些 错误 。 当 罗素 写 信 邀 请 他 去 剑桥 
I, DORR EMA PRR. H 

有 一 点 是 可 以 确定 的 ， 匹 次 在 1938 年 上 过 罗素 在 芝加哥 大 学 教 的 


课 ， 同 年 他 也 到 过 卡尔 纳 普 的 办 公 室 。 卡 尔 纳 普 对 这 个 年 轻 人 印象 深 
刻 ， 想 给 他 一 份 学 生 助 教 的 工作 ， 但 是 他 并 不 知道 匹 次 的 名 字 ， 所 以 无 
MER EJE. -H4 

LREN EA, WAT, thet, TIAA, ARFA 
ABl]. ASS HAS SAE, ERLA Aa MEER”. HH 
(FES DURA SRT FEA HA), DO OR Ee eR A SEZ eo, 3f 
被 认为 处 于 “精神 病 发 作 前 期 >”。 但 是 匹 欧 后 来 参加 了 曼哈顿 计划 ， 并 获 
得 接触 最 高 机 密 的 许可 。) -在 匹 欧 访问 了 卡尔 纳 普 的 办 公 室 几乎 一 
年 后 ， 卡 尔 纳 普 终于 找到 了 匹 茨 。 匹 区 开始 跟着 他 学 习 逻 辑 学 ， 同 时 在 
<a KR ER, RREH SACS Se = Ae h p d md 
(1899—1972) 主持 的 研讨 班 。 

拉 谢 甫 斯 基 在 基辅 大 学 获得 了 理论 物理 的 博士 学 位 ，1924 年 移民 到 
美国 。 他 对 应 用 数学 模型 解决 生物 生长 发 育 过 程 中 的 问题 很 有 兴趣 。 在 
这 个 领域 中 ， 之 前 其 他 科学 家 都 仅仅 依赖 于 经 验 性 的 研究 ， 并 没有 相关 
的 科学 实验 方法 。 到 了 1934 年 ， 拉 谢 青 斯 基 提 出 了 一 个 名 字 来 形容 他 所 
研究 的 工作 : “数学 生物 物理 学 ”。1935 年 ， 他 成 为 芝加哥 大 学 第 一 名 数 
学 生物 物理 助教 。1938 年 ， 一 本 名 为 《数学 生物 物理 学 》 的 书 出 版 了 ， 
随后 在 1939 年 ， 诞 生 了 名 为 《数学 生物 物理 学 报 》 的 期 刊 ， 主 要 发 表 拉 
谢 责 斯 基 及 其 理论 奶 随 者 的 一 系列 论文 。-2 

1942 年 和 1943 年 期 间 ，[ 匹 次 接连 在 《数学 生物 物理 学 报 》 上 友 表 了 
3 篇 论文 。 沃 伦 : 麦 卡 洛克 就 是 在 这 时 听 说 了 匹 欧 的 这 些 研究 工作 。 

闫 伦 : 妥 卡 交 元 在 新 洋 西 长 大 ， 一 开始 在 哈弗 福 德 学 院 ， 这 是 宾 夕 
法 尼 亚 州 的 一 座 “ 教 友 派 ”和 学校。 当 妥 卡 阁 元 1917 年 进入 大 学 不 人 ， 斩 学 
RS FH FD, (1863—1948) (他 在 这 期 间 帮 助 创建 了 美国 朋友 服务 委 
员 会 ) 束 问 了 才 卡 洛 元 一 个 问题 :“ 你 将 会 成 为 什么 样 的 人 ? ...... 你 将 
会 做 什么 事 ?” 麦 卡 洛 元 说 不 知道 ， 但 是 他 说 :“ 我 想 回 答 的 是 男 一 个 问 
题 : 人 可 以 认 知 的 数 是 什么 ? 可 以 认 知 数 的 人 又 是 什么 ? 9S ET 
此 只 能 回应 道 :“ 有 朋友， 看 来 你 的 人 生 要 在 忙碌 中 度 过 了 。 sh 

后 来 ， 麦 卡 洛 克 去 了 耶鲁 大 学 学 习 哲 学 和 心理 学 ， 于 1927 年 在 纽约 
的 内 外 科 医 学 院 获得 人 硕士 学 位 ， 并 在 贝尔 维 尤 医院 从 事 治 疗 严 重 脑 损伤 
病人 的 工作 。 后 来 ， 他 又 去 了 洛克 兰 德州 立 医 院 从 事 治 疗 精神 病 患者 的 
TYE. 441193446, BRATS SAS. fms EU HERR EE 
mi AY (1885—1940) , Emp xe HIE RB) HER ad ERI Et BIO 
并 观察 猫 的 反应 ， 从 而 探 明 大 脑 各 部 分 对 应 功能 这 一 实验 方法 的 先驱 。 
1941 年 ， 考 卡 洛克 搬 到 了 伊利 诡 伊 州 ， 在 伊利 诡 伊 神经 精神 病 学 院 工 


作 。 
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Hm, URES MAA Ai, TUFTS STE AAR ER, 
并 且 有 适合 的 传 出 神经 进行 必须 的 操作 ， 那 么 它 束 只 能 计算 图 姑 机 
能 够 计算 的 那些 数 ， 其 次 ， 图 元 机 能 够 计算 的 数 也 能 够 伞 这 样 的 网 
络 所 计算 ..……... 这 就 从 心理 学 的 角度 ， 论 证 了 图 姑 关 于 可 计算 性 的 定 
义 ， 以 及 与 其 等 价 的 即 琳 的 和 可 定义 、 克 业 尼 有 的 一 般 如 归 : DATE 
何 一 个 数 能 够 被 有 机 体 计算 出 来 ， 那 么 它 也 可 以 被 这 些 等 价 定义 计 
BOE, BZIP. 2L 


JLF JR HY19482F, ZRI wN AS A UBI LEE AR HEX FE TS 
楚 。 他 解释 说 ， 他 正 努 力 寻 找 一 种 方法 来 友 展 神经 生理 学 理论 。 


耳 到 我 看 了 图 灵 的 论文 ， 才 友 现 找到 了 正确 的 途 入， 也 感谢 四 
次 那些 必要 的 逻辑 沽 算 的 帮助 。 我 们 认为 ， 我 们 正在 做 的 我 想 我 
们 获得 了 相当 的 成 功 ) 是 将 大 脑 视 为 一 全 图 灵机 ， 除 非 大 脑 出 错 ， 
机 能 失 币 ， 人 否则 大 脑 所 进行 的 惑 是 这 合 图 元 机 进行 的 功能 .…… 令 人 
局 兴 的 是 ， 一 些 非 第 简 里 的 假设 束 丰 以 说 明神 经 系统 可 以 计算 任何 
a 
ij) o i 


EJER (1955) , AER LACAN REINA UR: UG TX 
和 我 已 经 说 明 大 脑 就 是 图 灵机 。 任 何 图 灵机 都 可 以 由 神经 元 构 
成 。”- 汪 -虽然 现在 的 科学 技术 还 不 四 以 将 这 种 等 价 性 转换 为 实际 用 


一 个 理论 上 的 问题 和 羡 ， 你 能 设计 出 一 合 机 硕 做 大 脑 押 能 做 的 事 
情 吗 ? AGE: 如果 你 能 用 有 限 的 而 且 不 舍 糊 的 方法 说 明 大 脑 能 够 
做 的 事情 ， 我 们 残 可 以 设计 出 这 样 一 台 图 元 机 。 匹 次 和 我 证 明了 如 
何 完成 这 样 的 构造 。 但 是 你 能 说 出 大 脑 能 够 做 的 事情 吗 ? 2 
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光彩 。 

继 约 翰 : 斯 图 亚 特 : 穆 和 勒 后 ， 诺 伯 特 : 维 纳 是 叉 一 个 被 那 种 中 名 昭著 的 
天 才 家 庭 教 育 模式 培养 长 大 的 例子 。 这 两 个 人 后 来 都 曾 在 回忆 录 中 写 过 
小 时 候 被 满腔 妆 须 的 父 杀 塑造 为 天 才 儿 重 的 体验 。 而 对 于 维 纳 ， 小 时 候 
留 下 的 伤 郊 终 其 一 生 都 难以 愈合 。 多 年 来 ， 他 要 和 未 经 诊断 的 抑郁 症 抗 
争 ， 与 其 天 才 般 的 研究 热情 相伴 的 是 难以 名 状 的 暴躁 情结 和 产生 自杀 倾 
回 的 绝望 状态 。 

11 岁 时 ， 维 纳 束 进入 了 上 塔 夫 斯 大 学 ，14 岁 时 拿 到 了 数学 学 士 学 位 ， 
18 岁 成 为 哈佛 大 学 历史 上 最 年 轻 的 博士 毕业 生 。 维 纳 的 父 杀 一 直 对 新 闻 
界 说 ， 他 的 儿子 “并 不 是 神童 ”， 事 实 上 “很 懒惰 芝 2。 他 的 父母 还 对 外 
界 隐 瞒 了 一 个 事实 : 维 纳 在 15 岁 之 前 一 直 不 知道 自己 是 犹太 人 。 

离开 哈佛 后 ， 维 纳 在 剑桥 随 罗 系 学 习 数 理 好 辑 ， 随 哈代 学 习 数 论 。 
第 一 次 世界 大 战 前 多， 他 又 来 到 了 哥 廷 根 ， 随 硕 尔 伯 特 学 习 微 分 方程 。 
后 来 ， 他 又 去 了 哥伦比亚 大 学 ， 随 约 其 :杜威 学 习 哲 学 。1919 年 ， 他 成 
为 兵 省 理工 学 院 的 教员 。 
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旧 ， 维 纳 的 工作 项 目 是 研究 防空 火力 系统 。 这 些 系统 加 入 了 比 原 有 技术 
更 复 林 的 预测 部 分 ， 目 标 是 预测 飞行 颖 为 具 避 导弹 可 能 采取 的 路 线 。 维 
纳 对 反馈 的 概念 异 闸 有 兴趣 ， 反 人 馈 束 古 从 一 个 正在 进行 的 进程 中 不 断 得 
到 运行 信息 而 反 过 来 修正 这 个 进程 。 

维 纳 并 没有 参加 1942 年 5 月 13 日 在 由 元 曼 酒 店 召 开 的 第 一 人 次 物理 
学 、 生 物 学 和 人 类 学 大 会 ， 这 次 会 议 由 小 约 西亚 . 梅 西 基金 会 赞助 ， 旧 
在 拓展 各 学 科 间 的 交流 。 有 肆 卡 净 元 参加 了 那 次 会 议 。 参 加 那 次 会 议 的 还 
有 人 类 学 家 格 列 蜗 里 : 贝 特 森 和 玛 格 丽 特 : 米 德 夫 妇 。 维 纳 参 加 了 战 后 的 
第 一 次 梅 西 基金 会 的 会 议 ， 那 次 会 议 的 主题 是 “生物 和 社会 科学 中 的 反 
(ot A) Lil] AO EIA ALR 8 Sp". REDUCIR DUDAS VU AS AK E e 
这 样 的 会 议 让 每 个 人 都 有 机 会 吸收 他 人 的 研究 成 末 ， 并 探索 各 目 研 究 领 
We Fa ETE EER NT St HER. 

1947F, EAS —Àd D, RE xU EIE 8 5L 
lE. TRAE“ a RIA Le I.E. EYES Zh TA UR HR S e Rp 
XS fe RU RAC LTE. fite —- 35H icybernetics, JEixi 5 
Te. AREF ANAS MBEN HI sc RB EMRK mA. ZEN PS FR 
于 1948 年 ， 书 名 最 后 定 为 《控制 论 : STEM AL as "P dil RES fe AY 
科学 》 (Cybernetics: Control and Communication in the Animal and the 
Machine) 。 

RE R REME: “很 少 有 一 本 书 能 够 在 很 多 不 同 的 科学 
领域 激 起 强烈 的 反 啊 。 而 《控制 论 》 就 是 这 样 的 一 本 。 世 5 今天 再 谈 
起 来 ，《 控 制 论 》 是 一 本 古怪 而 小 巧 的 书 ， 里 面 有 很 多 遍 幅 的 数学 公式 
和 令 人 目 虑 的 、 不 太 切 合 实际 的 议论 。 在 引言 里 ， 维 纳 对 那些 局 发 过 他 
的 人 们 表示 了 感谢 ， 包 括 麦 卡 党 元 ， “一 个 对 研究 脑 皮 层 细胞 的 组 织 结 
构 充 满 兴趣 的 人 ” 阿兰 :图 灵 , “也许 是 第 一 个 研究 智能 机 器 的 逻辑 可 
能 性 的 人 ” TARE DLR, “卡尔 纳 普 在 芝加哥 的 学 生 ， 和 拉 谢 甫 斯 基 及 
其 生物 物理 研究 团队 一 直 你 持 奢 联系”?。 维 纳 也 对 计算 机 的 先驱 “哈佛 的 
艾 肯 教授 、 噩 等 研究 阮 的 汉语 依 曼 教 授 、 宾 猛 法 尼 亚 大 学 负 贡 ENIAC 
TIEDVAC EE DLP KEHA dez f ep. 392 

《控制 论 》 的 第 5 章 是 “计算 机 左 和 神经 系统 ”。 维 纳 对 比 了 数字 计 
算 机 的 转换 机 制 与 慨 卡 党 元 和 [ 匹 次 的 大 脑 模型 : 


众所周知 ， 人 和 动物 神经 系统 能 够 完成 计算 系统 的 工作 。 神 经 
系统 的 一 个 显 普 特点 是 包含 了 适合 做 继 电 占 的 元 系 ， 这 些 元 素 称 为 


神经 元 或 神经 细胞 。 虽 然 它 们 在 电流 的 刺激 下 会 呈现 复杂 的 特性 ， 
但 是 其 普 遇 的 生物 特性 都 得 循 “全 或 无 ?的 原则 ， 即 要 么 处 于 体 妃 的 
状态 ， 要 么 当 “ 工 作 ” 的 时 候 经 历 一 系列 变化 ， 而 这 些 变 化 与 刺 油 的 
外 部 环境 和 强度 无 天 。 一 下 


两 草 之 后 ， 维 纳 写 道 : “认识 到 大 脑 和 计算 机 亏 实 现 之 间 的 共同 
点 ， 可 能 为 精神 病理 学 其 至 是 精神 病 芝 的 及 展 提 供 新 的 有 效 方 
法 。 革 3 引 然 而 ， 维 纳 并 不 是 一 个 狂热 的 纯 技 术 狂 。 他 也 很 关心 这 个 新 
的 科学 扩 术 对 人 关 的 影响 。 他 写 了 《人 有 人 的 用 处 : 控制 论 与 社会 》 

(The Human Use of Human Beings: Cybernetics and Society) ， 作 为 1948 
年 《控制 论 》 的 和 补 元 。 

控制 论 成 为 很 多 领域 的 研究 焦点 ， 这 种 情况 一 直到 了 1951 年 ， 维 纳 
突然 不 加 解释 地 中 断 了 与 麦 卡 洛 元 和 控制 论 研 究 团 队 的 联系 。 这 个 研究 
团队 的 人 员 很 大 程度 上 是 因为 考 卡 洛克 的 个 人 魅力 而 聚 在 一 起 的 ， 其 中 
包括 匹 次 ， 他 的 博士 论文 是 在 维 纳 的 指导 下 完成 的 。 关 于 他 们 关系 分 黎 
有 几 种 解释 。 一 种 观点 是 麦 卡 洛克 性 格 较为 细 肛 ， 而 精神 有 缺陷 的 维 纳 
己 经 无 法 捕捉 老 卡 洛克 言语 表达 中 的 细微 短 别 。 有 些 时 候 ， 维 纳 分 辨 不 
出 麦 卡 洛 克 是 在 陈述 一 件 事实 还 是 在 说 一 个 猜想 。+ 台 - 另 一 种 观点 是 维 
纳 的 妻子 出 于 嫉 妨 心 ， 为 了 维护 丈夫 的 声名 ， 诉 称 壹 卡 洛 克 市 领 的 团队 
FUR ACA S| HEL. Alt 
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会 的 行为 与 他 这 样 的 高 智商 不 匹配 。 他 在 实验 室 里 自己 合成 了 一 种 类 似 
巴 比 受 类 药物 和 鸦片 的 化 学 物质 ， 伴 着 酒 否 下 去 。”-4 直 罗 次 于 1969 年 
和 死 于 慢性 饮酒 过 多 造成 的 食道 静脉 破 委 ， 年 仪 46 罗 。 

BN EAE AN AAS RS be ZA Fe, TARE TRUER HI Te — EL ARE 
下 去 。 在 美国 学 术 界 ， 申 学科 的 概念 并 没有 市 场 ， 专 业 性 的 研究 才 是 取 
MIN ARG. RIAA IRS SMH NR, (AER BARES 
流行 的 词语 中 加 入 cyber 前 绥 的 文字 游戏 而 已 ， 融 像 cyborg (cybernetic 
organism 的 缩写 ， 机 械 人 ) ， 还 有 无 处 不 在 的 cyberspace、cybercafe、 
cyberpunk 和 cybersex。 即 使 是 这 些 以 cyber 为 前 级 的 词 ， 近 年 来 也 逐渐 说 
e 开 头 的 词 取 代 了 。 

帮 卡 党 殉 和 区 次 关于 神经 网 络 数 学 模型 的 论文 给 了 汉语 依 曼 很 多 
局 迪 。 冯 : 话 依 受 参 与 了 几 个 重大 计算 机 项 目的 设计 工作 ， 包 括 计算 机 
HJAEJÉEDVAC (Electronic Discrete Variable Automatic Computer, 电子 


离散 变量 自动 计算 机 ) 。 在 EDVAC 的 第 一 份 报告 (19454E6H 30H) 
中 ， 注 : 诡 依 受 这 样 摘 述 计算 机 的 开关 机 制 : “每 一 侣 电子 计 算 机 都 包含 
了 起 独 中 继 作 用 的 元素 :， 这 些 元 北 有 着 奉 干 个 离散 平衡 状态 ， 并 能 保 
FETE TTR ASAE. PALI | Fe RIK EL Re, IB VER 
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次 年 ， 冯 : 诡 依 曼 开始 着 手 研究 生物 和 机 器 之 间 的 关系 。 他 用 了 一 
个 希腊 蛙 词 来 表现 生物 体 的 这 种 特性 日 动机 Cautomaton) . ——£E— 
封 王 给 维 纳 的 信 中 ， 冯 : 话 依 曼 惊 叹 于 他 们 直接 研究 大 脑 这 个 目 然 界 最 
复 林 的 人 工 目 动机 是 多 么 共有 雄心 壮志 的 一 项 研究 工作 : 


我 们 的 思维 ， 我 指 的 是 你 、 我 和 匹 次 的 思维 ， 目 前 为 止 都 主要 
关注 在 神经 系统 上 ， 喝 确切 地 说 ， 是 人 类 的 中 枢 和 神经 系统 。 为 了 岳 
消 楚 目 动 机 及 其 普 志 的 机 制 ， 我 们 选择 了 研究 大 脑 这 个 普天 之 下 最 
难 的 问题 。 事 实 上 ， 如 果 没 有 这 些 大 胆 而 艰 吾 的 研究 工作 ， 现 阶段 
的 研究 人 员 ， 人 至 少 是 我 ， 对 目 动机 这 个 诛 题 的 认识 束 会 比 现在 混乱 
得 多 。 这 里 ， 我 也 要 指出 ， 图 未 在 非 神 经 领域 的 研究 也 是 如 此 的 大 
AB E. Ll 


对 冯 : 语 依 曼 来 说 ， 目 动机 就是 一 台 有 着 输 入 、 输 出 和 中 间 人 处 理 过 
程 的 设备 。1948 年 9 月 ， 他 在 加 州 理工 学 院 的 “行为 的 大 脑 机 制 * 研 讨 会 
上 做 了 报告 。 他 的 演讲 题 为 * 目 动机 的 一 般 包 和 辑 理 论 ”， 包 含 了 很 多 关于 
大 脑 与 1948 年 时 计算 机 在 尺寸 、 速 度 、 转 换 机 制 和 能 源 消 耗 上 的 对 比 。 
他 强调 了 开发 一 种 新 型 逻辑 的 必要 性 ， 并 开始 思考 后 来 成 为 他 主要 诛 题 
兴趣 的 问题 ， 目 复制 自动 机 。- 和 9 

ZEST Ub aC AIR PAE FPR: “BOUTS OR ATU CA 
NL) 未 来 能 够 目 我 复制 的 能 力 很 有 意思 ...... 看 来 有 机 会 可 以 写 一 个 新 的 
《 金 西 报告 》-+ (Kinsey report) Y» "48 (AX FS aK SR, B 
复制 自动 机 可 不 是 一 个 玩笑 。 他 一 直 在 想 是 否 有 某 种 未 知 的 规律 可 以 阻 
目 一 台 机 右 制 造 一 台 它 的 复制 品 。 即 使 生物 不 是 这 样 繁殖 的 (虽然 DNA 
本 里 是 日 复制 的 ) ， 这 样 的 问题 也 折射 出 了 有 趣 的 本 体 论 的 味道 。 

对 目 动 机 和 图 灵机 的 不 断 研究 诞生 了 几 部 经 典 的 开山 之 作 ， 如 通信 
理论 的 创始 人 香农 和 人工 和 留 能 的 先驱 之 一 、 也 古 Lisp 语 言 的 创造 者 约 随 : 
麦卡锡 合 车 的 《 目 动 机 人 研究》 (Automata Studies) ， 由 普林斯顿 大 学 出 
版 社 在 1956 年 出 版 。 这 本 书包 含 了 冯 : 话 依 曼 、 元 来 尼 和 人 工党 能 先驱 
之 一 的 蕊 文 : 明 斯 基 有 的 几 篇 天 于 目 动 机 的 论文 ， 也 包 食 了 香农 和 蕊 丁 : 戴 
维 斯 天 于 图 元 机 的 第 一 扁 论 文 。 


当 20 地 纪 50 年 代 早期 冷战 逐渐 升温 的 时 候 ， 维 纳 和 冯 : 诡 依 曼 上 友 现 
他 们 各 自 站 在 了 不 同 的 政治 立场 上 。 维 纳 被 美国 在 日 本 广岛 和 长 崎 投下 
的 两 壬 原子 弹 的 破坏 力 所 震 惊 ， 他 从 此 拒绝 了 从 政府 那里 接受 研究 经 
爱 ， 他 的 文章 也 逐渐 索 焦 于 现代 科技 的 使 用 市 来 的 战争 和 和 平等 社会 问 
题 。 相 反 ， 冷 战 让 加: 详 依 受 产 生 了 反共 产 主义 的 倾 癌 ， 他 成 为 核武 器 
ESCH. 1955F, BARERA Ae, 1956*EJT AB FE bee 
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算 机 和 人 脑 》 (The Computer and the Brain) 一 书 ， 于 1958 年 出 版 。 这 
本 书 虽 然 不 尽 人 总 ， 但 它 还 是 给 了 我 们 很 多 冯 : 话 依 受 可 能 想 表 达 什 么 
内 容 的 一 些 诱 人 的 上 暗示。 基于 冯 : 诺 依 曼 那 些 关 于 自动 机 的 未 完成 手 
fa. MEW. 巴 元 斯 编辑 并 完成 了 一 本 名 为 《 目 复 制 目 动机 的 理论 》 

(Theory of Self-Reproducing Automata) 的 书 ， 于 1966 年 出 版 。 

在 早期 对 目 复 制 目 动机 的 研究 中 ， 冯 : 诺 依 曼 想象 机 右 处 在 一 个 拥 
有 很 多 备用 零件 的 环境 中 ， 然 后 探讨 这 部 机 喜 是 如 何 组 冯 产 生 和 它们 的 复 
制品 的 。 这 样 的 自动 机 就 是 运动 自动 机 (kinematic automata) ， 基 本 上 
和 我 们 平 党 所 说 的 机 器 人 是 一 个 意思 。 

在 与 他 的 好 友 斯 培 尼 斯 拉夫 : 马 拉 姆 (一 位 研究 品 体 增长 的 科学 
家 ) 共同 讨论 后 ， 冯 : 诺 依 曼 决 定 先 研究 一 个 较为 简 持 的 模型 一 一 元 胞 
目 动 机 Ccellular automata) . 

元 胞 目 动机 是 对 于 细胞 结构 的 一 个 数学 构造 。 元 胞 目 动 机 可 以 以 多 
种 维度 存在 ， 但 是 实际 的 研究 中 基本 上 只 考虑 二 维 网 格 。 每 个 网 格 中 的 
细胞 都 会 受 隔壁 网 格 中 的 细胞 所 影响 ， 仿 佛 这 些 细胞 连 在 了 一 个 简单 的 
网 络 中 。 经 过 持续 的 “移动 ?和 “生成 ?， 细 胞 根据 特定 规则 变化 不 同 的 状 
态 。 元 胞 自动 机 的 简单 规则 经 第 会 产生 复杂 的 行为 。 冯 : 话 依 曼 研究 了 
拥有 29 个 状态 的 元 胞 自动 机 ， 并 且 证 明了 这 些 自动 机 可 以 通过 组 装 构成 
NAHR AL. Seb 
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Zu He TH BEB (1937—) 设计 了 一 个 他 称 为 “生命 游戏 ”(Game of 
Life) 的 简单 元 胞 上 自动 机 。 访 目 动机 有 一 个 简单 规则 : 在 一 个 类 似 方 格 
纸 的 二 维 网 格 上 ， 一 个 细胞 要 么 是 活 的 〈 方 格 被 需 色 ) 要 么 是 死 的 〈 方 
KAR BUF) 。 在 每 一 次 后 继 的 索 衍 中 ， 一 个 细胞 根据 它 周围 临 近 的 8 
个 细胞 改变 其 上 自身 的 状态 : 如 果 一 个 活 细 胞 被 2 个 或 者 3 个 活 细 胞 包围 ， 
它 依然 存活 ; 如 果 修 0 个 或 1 个 活 细 胞 包围 ， 它 会 因 孤 独 而 死 近 ;人 补 4 个 
或 4 个 以 上 活 细 胞 包围 ， 它 也 会 因 过 大 拥挤 而 死 挥 。 一 个 被 3 个 活 细 胞 包 
的 死 细 胞 则 会 因为 一 种 “神奇 "的 崇 衍 形式 而 成 活 。 


在 《科学 美国 人 》 中 ， 马 本 .加 德 纳 “数学 游戏 "专栏 中 的 几 个 填充 
谜 题 让 康 威 的 游戏 变 得 流行 起 来 ， 世 1974 年 ，《 时 代 》 杂 志 抱 外“ 价 
值 几 百 万 美元 的 计算 机 都 把 时 间 浪 费 在 对 这 种 游戏 持续 增长 的 狂热 中 
了 ”2 当然 ，1974 年 并 没有 个 人 计算 机 ， 只 有 大 型 机 。 现 在 ， 这 个 
E A EE Sone Sees eee 
很 狂热 了 吧 。 

虽然 只 有 人 简单 的 规则 ， 但 这 合 目 动 机 却 能 呈现 出 一 些 非 稼 复杂 的 柑 
式 ， 例 如 它 可 以 呈现 出 不 断 索 和 殖 后 代 的 模式 。 虽 然 看 上 去 不 可 能 ， 但 是 
a EE 
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泽 。 楚 泽 比 图 灵 早 两 年 零 一 天 出 生 。 当 图 灵 在 写 他 关于 可 计算 数 的 论文 
时 ， 楚 泽 正 在 他 父母 相 林 的 公 寅 里 制造 计算 机 。 

1969 年 ， 楚 泽 出 版 了 一 本 74 页 的 书 ， 名 为 《计算 空间 》 
(Rechnender Raum) ， 是 “数字 物理 ”领域 最 早 的 一 部 赣 作 。 数 字 物 理 
是 研究 如 何在 可 计算 的 框架 内 解释 宇宙 运动 法 则 的 学 科 。 

传统 上 ， 物 理 定律 是 假定 为 连续 的 。 距 离 、 速 度 、 质 量 和 能 量 的 度 
量 似乎 最 适合 用 实数 表示 ， 用 微分 方程 运算 。 但 是 一 些 量子 理论 的 观点 
指出 ， 宇 宙 内 在 的 目 然 结构 可 能 是 离散 的 、 数 字 的 。 现 实 世 界 里 目 然 界 
的 连续 性 可 能 只 是 一 个 假象 。“ 宇 宙 到 底 是 数字 的 ， 还 是 模拟 的 ， 扣 或 
Pye Ae? ” 楚 泽 问 道 , “而 提出 这 个 问题 本 身 是 不 是 合理 昵 ? PALA 
了 从 数字 角度 探索 物理 定律 ， 楚 泽 创 造 了 可 以 被 元 胞 自动 机 运算 的 “ 数 
字 粒 子 ” 的 概念 。《 计 算 空 间 》 是 用 数字 物理 描述 宇宙 的 一 个 实验 性 的 
党 试 ， 但 至 无 疑问 ， 它 是 一 个 大 胆 的 创新 。 

初 看 之 下 ， 很 难 把 宇宙 认为 是 一 部 巨型 计算 机 。 如 果 我 们 忽略 相对 
而 言 非常 渺小 的 、 蜗 大 在 宇宙 中 人 至少 一 个 星体 上 的 生命 形式 ， 似 乎 宇宙 
并 没有 涉及 很 多 可 计算 的 运动 。 那 么 ， 宇 宙 真 的 只 是 有 一 堆 石 头 飞 来 发 
去 的 时 罕 吗 ? 

我 们 从 更 宽阔 的 视角 来 看 这 个 问题 。 现 今 的 宇宙 模型 指出 ， 宇 宙 开 
创 于 137 亿 年 前 的 大 休 炸 ， 地 球形 成 于 45 亿 年 前 ， 地 球 上 的 生命 始 于 37 
亿 年 前 ， 最 早 的 灵 长 类 动物 大 概 出 现在 1 和 干 万 年 前 ， 而 现代 人 类 大 概 只 
能 追 斋 到 2 百 万 年 前 。 显 然 ， 有 一 些 东西 一 直 在 促使 着 这 个 世界 趋向 于 
复杂 。 大 爆炸 后 的 最 初期 ， 宇 宙 是 完全 均 色 的 一 种 简单 的 象征 ， 然 
后 出 现 较为 复杂 的 粒子 ， 最 终 原 子 、 分 子 开 始 形成 发 展 。 这 是 一 个 由 简 
Fr 

A} 以 。 
宇宙 的 计算 模型 一 般 归 功 于 通信 理论 的 芮 基 人 香农 和 维 纳 对 图 灵机 
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去 几 年 一 些 畅 销 书 的 主题 。 上 于 例 如 ， 麦 克 斯 书 妹 (Maxwell’s 
Demon) ， 这 是 詹姆斯 :克拉 元 : 帮 克 斯 书 (1831—1879) 发 明 的 一 个 假 
想 精 灵 。 用 一 个 隔 板 将 容 右 分 成 两 格 ， 这 个 精灵 可 以 操作 隅 板 上 的 一 局 
小 门 ， 使 运动 快 的 分 子 流 入 容器 的 一 边 ， 而 让 运动 慢 的 分 子 采 在 另 一 
1), ROR T o OPP REV AR TERA SE NIT A, ALA i oe A 
tM Aaa AE II S. 

FE EPI RR A Be tig bo] y AR f r3) (1911—2008) 把 宇宙 的 存在 
形式 和 人 类 的 感知 联系 在 了 一 起 。 我 们 在 观察 的 基础 上 问 是 或 否 的 问 
题 ， 并 接收 信息 予以 回答 。 对 这 个 过 程 ， 用 惠 勒 埋 名 的 三 个 词 讲 惑 
是 “万 物 源 于 比特 ”(it from bit) : 


“万 物 源 于 比特 ?象征 这 样 一 个 观点 : 物理 世界 的 万 物 从 根本 
上 上 ， 最 根本 上 ， 都 有 非 物质 的 来 源 和 解释 。 也 束 是 说 ， 我 们 所 称 的 
现实 都 得 于 对 是 否 问 题 的 分 析 和 对 仪器 引起 的 啊 应 的 记录 。 简 而 言 
ra MARHA 物理 实体 的 东西 都 源 于 信息 论 的 范畴 ， 而 这 吏 是 参与 
"EH. 56 


虽然 提出 宇宙 是 由 信息 构建 的 ， 但 是 惠 勒 拒绝 接受 宇宙 是 任何 形式 
的 机 器 的 概念 ， 因 为 它 “ 还 得 明确 或 隐 含 地 假设 ， 存 在 超级 计算 机 ， 存 
在 预定 的 计划 方案 ， 存 在 执行 菜 工 作 的 设备 ， 存 在 奇迹 的 事件 ， 而 这 就 
会 让 宇宙 陷入 无 穷 的 种 类 和 无 穷 的 数量 中 ”。-42 

另 一 个 相当 不 同 的 观点 来 自 大 卫 : 多 伊 奇 (1953—) ， 他 是 量子 计 
算 的 先驱 之 一 。 多 伊 奇 是 “多 宇宙 理论 ”最 为 坚定 的 支持 人 。 多 宇宙 这 个 
概念 最 早 来 源 于 美国 物理 学 家 休 : 埃 弗 羔 符 (1930 一 1982〉 。 我 们 所 认 
为 的 波 粒 二 象 性 矛盾 就 是 发 生 着 不 同 的 量子 事件 的 多 宇宙 间 互 相干 涉 的 
结果 。 我 们 所 知 的 这 个 宇宙 只 是 多 宇宙 中 的 一 个 可 能 实例 。 

1997 年 ， 多 伊 奇 出 版 了 《宇宙 的 构造 》。 在 书 中 ， 他 从 四 个 互 有 交 
织 的 部 分 来 解释 宇宙 的 本 质 : 


) 维也纳 出 生 的 哲学 家 卡尔 : 波 普 尔 (1902—1994) 所 刻画 的 认识 
ie: 

) WK TRB SEE TE Bt Y VIPRETEZR PAS Fe: 

) 英国 和 白 然 学 家 查尔斯 :达尔 文 (1909—1982) 和 生物 进化 学 家 理 
查 德 : 道 金 斯 (1941 一 ) 描述 的 进化 论 ; 

) 图 灵 开 创 的 计算 理论 。 


当 讨 论 庶 拟 现实 生成 邢 时 ， 多 伊 奇 使 用 了 他 称 为 "图 灵 原 


Wu” (Turing principle) 的 概念 。 一 开始 ， 图 灵 原 则 似乎 是 关于 计算 机 制 
Hy: “存在 一 种 理论 上 的 通用 计算 机 ， 它 可 以 模拟 任何 可 能 的 现实 物理 
实体 的 行为 。” 多 伊 奇 确认 这 种 计算 机 可 以 模拟 一 切 物理 过 程 。 很 快 ， 
多 伊 奇 融 指 出 了 这 种 计算 机 的 计算 能 力 束 等 同 于 创造 一 个 虚拟 现实 的 宇 
宙 。 图 灵 原 则 逐渐 演化 为 一 个 更 强 的 版 本 :“ 创 造 一 个 虚拟 现实 生成 
堪 ， 它 的 所 有 指令 包含 了 现实 可 能 具有 的 一 切 环境 ， 这 是 可 能 
的 。 交 中 显 然 ， 这 也 就 隐 含 了 虚拟 一 个 我 们 生活 的 宇宙 的 可 行 性 。 
MIT 机 械 工 程 学 教授 起 思 : 苑 埃 德 〈1960 一 ) 更 愿意 将 目 称 “量子 力 
学 ”的 量子 物理 形容 为 “奇异 ”而 不 是 多 宇宙 的 ， 但 他 也 用 计算 和 信息 论 
的 观点 描述 这 个 宇宙 :“ 宇 宙 大 煤 炸 也 是 比特 大 焊 炸 。” 筋 埃 德 拒 绝 宇 宙 
可 以 用 图 姑 机 构建 模型 的 观点 ，“ 宇 宙 本 质 上 是 量子 机 制 的 ， 传 统 的 数 
字 计 算 机 不 能 模拟 量子 机 制 的 系统 ”。- 吕 这 也 是 他 认为 量子 计算 机 更 


宇宙 是 一 个 物理 系统 ， 它 可 以 等 效 地 由 量子 计算 机 模拟 ， 量 于 
计算 机 在 太 度 上 和 真实 的 宇宙 一 样 大 。 因 为 宇宙 文 持 量 于 计算 ， 可 
以 等 效 地 被 量子 计算 机 模拟 ， 所 以 宇宙 与 一 部 通用 的 量子 计算 机 的 
能 力 并 无 二 致 .……… 从 技术 角度 而 言 ， 对 于 宇宙 二 合 驶 是 一 部 量子 计 
算 机 这 个 问题 ， 我 们 现在 可 以 给 出 一 个 确定 的 答案 了 : E UB 
Bie Be Piel. At 


量子 计算 机 的 一 个 特性 是 传统 图 灵机 所 没有 的 : 由 量子 过 程 产生 真 
正 的 随机 数 的 能 力 。 

在 英国 物理 学 家 、 数 学 家 、 笨 名 数学 软件 Mathematica 的 创 冶 人 斯 
带 分 添 尔 夫 勒 姆 〈1959 一 ) 的 作品 中 ， 元 胞 自动 机 作为 一 种 宇宙 物理 
定律 的 模型 ， 再 一 次 出 现在 公众 面前 ， 而 他 于 2002 年 出 版 的 一 本 极 厚 
的 、 雄 心 劲 劲 而 且 非 钊 畅销 的 书 《 新 科学 》 (A New Kind of Science) X. 
将 此 推 回 高 注 。 沃 尔 夫 勒 姆 观察 到 元 胞 目 动 机 是 如 何 基 于 简单 的 规则 而 
FAT HAR TS ZARA BES, SEER, Td mE A LALA xL) SE 3S 
性 联系 起 来 ， 以 此 说 明和 它们 都 可 以 对 物理 过 程 建 模 。 添 尔 夫 勒 姆 并 没有 
在 他 的 系统 中 引入 量子 机 制 ， 但 是 他 表示 他 不 需要 引入 量子 机 制 是 因 
为 “我 强烈 地 预感 到 ， 我 讨论 到 的 各 次 程序 ..…… 最 终 都 会 展示 出 《即使 
不 是 全 部 ， 也 是 大 部 分 ) 量子 理论 的 主要 特征 *"。 上 由 

在 《新 科学 》 中 ， 生 尔 夫 勒 姆 在 很 多 现实 表现 中 找到 了 计算 的 普 过 
性 ， 他 定义 了 一 种 计算 等 价 性 的 原则 : 


引入 了 一 种 新 的 目 然 准则 ， 其 中 没有 任何 其 他 系统 产生 的 计算 


能 比 元 胞 目 动 机 和 图 元 机 所 做 的 计算 更 复杂 .……… 那 么 ， 我 们 大 脑 中 
所 进行 的 抽象 计算 义 是 什么 呢 ? 它们 更 复杂 吗 ? ASV Ke BE 

的 ， 全 少 当 我 们 想 税 过 确 切 的 结案 ， 而 非 泛泛 空想 时 是 如 此 。 如 来 
一 个 计算 要 被 显 式 执行 ， 那 么 它 一 定 最 终 会 被 实现 为 一 个 物理 过 

程 ， 因 此 它 必然 会 受到 其 他 类 似 物 理 过 程 所 受到 的 限制 。-2&- 


一 旦 我 们 相信 宇宙 中 所 有 的 形态 都 是 可 以 计算 的 《〈 不 管 是 通过 传统 
的 数字 计算 机 还 是 量子 计算 机 ) ， 那 么 万 事 万 物 就 要 遵守 这 样 的 准则 。 
例如 ， 生 命 就 是 可 计算 宇宙 的 一 部 分 ， 生 命 里 最 神秘 的 形式 一 一 人 类 的 
思维 也 是 一 样 。 

很 多 世纪 以 来 ， 哲 学 家 、 生 物 学 家 、 精 神学 家 ， 甚 至 是 平民 百姓 都 
一 直 在 追寻 思维 的 本 质 。 我 们 经 彰 认 为 ， 我 们 身体 的 大 部 分 机 能 都 是 各 
种 霹 官 中 一 系列 物理 和 化 学 过 程 的 机 械 结 果 ， 我 们 还 没有 将 人 类 思维 归 
为 此 类 。 我 们 感受 到 的 思维 是 如 此 地 特别 。 大 脑 显 然 和 思维 有 一 定 程度 
的 关系 ， 但 是 ， 我 们 同样 认为 大 脑 并 不 等 同 于 思维 的 全 部 。 

在 西方 文化 里 ， 这 种 思想 通常 称 为 “意识 /肉体 二 元 论 *"， 并 且 通 常 和 
MAF -RJL (1596—1650) ， 尤 其 是 他 的 《形而上学 的 沉思 》 

(1641) 联系 在 一 起 。 人 省 卡 儿 相信 ， 我 们 映 体 的 大 部 分 器 官 〈 和 上 所 有 我 
们 称 之 为 低 等 动物 一 样 ) AMBALA EF, (A EEN PE 

20 世 纪 40 年 代 ， 二 元 论 遭 受 重大 打击 。 对 于 神经 学 家 和 计算 机 科学 
家 迈 元 尔 : 阿 尔 贝 动 而 言 ， 疙 卡 洛克 和 风 次 已 经 在 1943 年 的 论文 中 解决 
了 神经 元 计算 的 问题 。 大 脑 天 然 有 着 适合 进行 计算 的 结构 ， 因 此 麦 卡 洛 
殉 和 克 深 “展示 了 所 有 可 设想 的 有 穷 计 算 都 可 以 被 神经 网 络 计 算出 来 。 
他 们 否定 了 二 元 论 ”。-2- 

几 年 后 ， 哲 学 家 吉尔 伯 特 : 赖 尔 (1900—1976) 在 他 的 著作 《 心 的 
概念 》 (The Concept of Mind, 1949) 中 建立 了 一 个 很 强 的 事实 ， 狠 狐 
择 击 了 二 元 论 ， 这 个 事实 里 并 没有 引用 麦 卡 洛 元 和 匹 次 的 论文 。 今 天 ， 
二 元 论 早 已 黯然 失色 。 大 多 数 研 究 思 维 的 科学 家 们 (包括 哲学 家 、 神 经 
学 家 ) 都 默认 了 思维 仅仅 是 人 体 物理 过 程 ， 尤 其 是 神经 系统 和 大 脑 物 理 
运作 的 一 种 表现 。 

在 二 元 论 渐渐 被 否定 的 同时 ， 我 们 对 计算 和 算法 的 认识 也 在 不 停 地 
增长 ， 这 并 不 那么 让 人 上 吃惊。 构想 中 的 图 录 机 作为 人 类 计算 机 的 模型 ， 
可 以 执行 被 精确 定义 的 算法 任务 ， 所 以 从 目 动 计算 这 一 门 学 科 诞 生 开 
始 ， 机 右 和 大 脑 之 间 的 联系 就 受到 关注 。 同 样 不 那么 让 人 吃惊 的 是 最 早 
研究 人 工 智能 概念 的 人 中 就 有 阿兰 :图 录 本 人 。 他 在 其 1950 年 最 著名 的 
论文 《计算 机 与 智能 》 中 ， 发 明了 今天 称 为 “图 灵 测 斌 > 的 测验 。 

一 旦 二 元 论 被 抛弃 ， 思 维 就 必然 被 看 作 是 大 脑 物理 活动 (协同 里 体 





的 其 他 部 分 ) 的 一 种 目 然 表现 ， 而 不 是 什么 超 目 然 的 和 东西。 虽然 我 们 在 
情感 上 有 一 丝 排 斥 ， 但 是 结论 是 上 昭然 的 : 首先 ， 思 维 在 能 力 和 局 限 上 等 
同 于 图 灵机 ， 其 次 ， 理 论 上 完全 可 能 制造 人 工 的 思维 。 

就 像 美 国 哲学 家 丹尼尔 : 丹 尼 特 (1942—) 说 的 : “阿兰 .图 灵 做 出 了 
基础 性 的 开创 ， 让 我 们 得 以 将 康德 曾经 捉 出 的 问题 : 怎么 可 能 存在 加 
维 ， 转 换 成 一 个 工程 性 的 问题 : BAA Ree Bae lesb 

图 灵 测 试 最 让 我 们 困扰 的 ， 同 样 也 是 大 脑 是 计算 机 这 种 见解 禹 来 的 
Alf, a AE A BK HAE SRA Ae SS E HIS US AS OR EIS] X 
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每 天 清醒 的 时 候 都 会 在 心中 目 言 目 语 ， 这 让 我 们 感到 意识 的 存在 ;但 当 
目 言 目 语 消失 的 时 候 ， 意 识 残 是 透明 的 。 大 多 数 人 与 人 交流 的 时 候 ， 都 
假定 对 方 有 看 和 我 们 一 样 类 似 的 意识 ， 但 我 们 并 不 确定 ， 也 不 知道 如 何 
才能 让 对 方 意识 到 我 们 目 己 的 意识 的 存在 。 

判断 我 们 的 大 脑 如 何 产 生日 我 意识 ， 是 澳大利亚 哲学 家 大 卫 : 侍 默 
斯 (1966 一 ) 所 谓 的 意识 的 “ 难 问 题 ?， 而 判断 大 脑 如 何 与 感知 器 官 进 行 
信号 的 输入 输出 ， 是 相 比 而 言 较 为 简单 的 问题 。 

图 未 测试 〈“ 让 人 次 测试 者 觉得 对 方 像 人 闫 一 样 聪 明 ) ER DE T 
为 主义 的 观点 ， 即 不 上 必 了 解 个 体内 部 是 如 何 运作 的 惑 能 将 其 归 入 或 排除 
出 “智能 ”的 类 别 。 我 们 谈论 的 是 一 种 “ 黑 例 ”测试 。 这 也 是 我 们 如 何 与 其 
他 人 交流 的 方式 ， 因 为 我 们 不 能 证 明 其 他 人 也 是 有 意识 的 。 即 便 我 们 不 
HE Ht A Silas, thse ay AS EBBEUR T EDD LUE UO. 

BATA RB EROR S SEXE E — AU Ls EMI AMR A 
KATE A OMNIA. FERS, XHAKA EK (1932 
一 ) fi I —-75353 4 Hy AES, Th aR AMIS TAI”. mpD—4412xiu5BHJ 
人 提问 ， 他 有 一 本 能 让 他 给 出 合理 答案 的 书 ， 那 么 这 个 人 可 以 通过 汉 话 
awit, BASE A IRI AS —9—- 

最 大 的 问题 是 电脑 只 入 得 语法 ， 而 人 类 还 恒 得 语义 。 在 考 尔 看 来 ， 
这 说 明了 数字 计算 机 《不 管 它 会 变 得 有 多 复杂 ) 永远 不 能 像 人 类 一 样 理 
解 它 们 正在 做 什么 。 

英国 数学 物理 学 家 罗 杰 : 绢 罗斯 (1931 一 ) 同样 确信 ， 思 维 不 仅仅 
是 一 个 计算 右 官 的 产物 。 在 他 1989 年 的 《 星 第 新 脑 》 和 1994 年 的 《思维 
的 影子 》 中 ， 有 绢 罗斯 靳 言 意识 超出 了 计算 的 范畴 。 他 猜测 在 大 脑 运 行 的 
是 一 种 量子 过 程 ， 这 种 量子 过 程 不 是 算法 式 的 ， 超 出 了 图 姑 机 的 计算 能 


力 。 
及 罗 斯 认为 哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 揭示 了 某 种 规律 。 我 们 人 类 能 够 
理解 哥 德 尔 推导 出 的 那些 正确 却 不 能 证 明 的 命题 ， 但 是 任何 计算 都 无 法 


证 明 它 ， 因 为 它 并 不 是 从 公理 衍生 出 的 。 这 不 是 一 个 新 的 发 现 ， 早 在 
1958 年 的 《 哥 德 尔 证 明 》“【〔 纽 约 大 学 出 版 社 ) 中 ， 欧 内 斯 特 : 内 格 尔 和 
fe WEEE ALS ER FOR AY Ee ERB SRS AE TL ts BEHJAUX. [IRE 
t JST A AAA AR (1929—) 在 其 1961 年 闭 名 的 论 
文 《 心 灵 、 机 器 与 哥 德 尔 》 上 让 中 。 这 些 论据 都 显示 了 ， 虽 然 机 器 能 够 
容易 地 计算 公理 系统 内 的 数学 ， 但 不 能 运行 元 数学 ， 因 为 这 需要 对 公理 
系统 之 外 有 所 理解 。 

丹尼尔 : 丹 尼 特 也 许 是 将 哲学 家 的 深思 熟 虑 和 科学 家 的 实证 主义 结 
合 得 最 好 的 人 之 一 ， 他 在 《意识 的 解释 》 (1991) 等 一 些 精彩 的 书 中 ， 
对 思维 有 寿 不 同 的 描述 。 和 丹 尼 特 吸收 了 可 计算 性 的 概念 ， 并 将 其 融合 到 
对 进化 和 现代 神经 前 沿 研 究 成 果 的 理解 当中 。 他 眼中 的 大 脑 和 思维 并 不 
是 像 图 灵机 一 样 的 媒介 : 大 脑 是 神经 系统 的 一 部 分 ， 也 是 身体 的 一 部 
分 ， 不 能 隔离 地 讨论 大 脑 。 大 脑 中 有 一 点 兴 否 的 想法 ， 心 跳 会 加 快 ， 以 
便 让 更 多 的 氧气 进入 大 脑 。 很 多 药物 可 以 影响 大 脑 。 大 脑 从 眼 时 耳 等 其 
他 器 官 中 持续 接受 大 量 的 刺激 ， 不 断 地 通过 身体 与 这 个 现实 世界 交流 。 

大 脑 不 是 一 个 线性 处 理 系 统 ， 它 是 大 规模 并 行 分 散 系 统 ， 没 有 
8 FILA” CFEERHACVEURE ER TR JL] GALE] FG ER ZJ" ERR JU 
剧场 >) 那样 有 中 心 作 用 的 区 域 。 丹 尼 特 的 大 脑 模 型 是 由 思维 的 ”很 多 芷 
图 ”构成 的 ， 包 合 了 感官 输入 、 视 和 芝 数 据 、 语 言 等 不 完整 的 支 离 破 公 的 
部 分 。 如 果 大 脑 是 一 台 计 算 机 ， 那 么 这 也 不 是 一 台 可 以 由 正常 工 程 师 设 
计 出 来 的 计算 机 ! 因为 它 里 面 一 定 是 混乱 的 。 

进一步 讲 ， 我 们 所 认为 的 意识 其 实 是 在 这 种 并 行 结构 之 上 的 一 系列 
活动 。 丹 尼 特 提出 : 


假定 人 类 的 意识 : (1) AMRA BS GUEST 7J ZA B CR A DTE Ln 
中 的 ; (2) 是 早期 经 过 人 类 文明 训练 的 产物 ; (3) 能 否 成 功 建立 取决 
于 大 脑 的 可 塑性 中 无 数 的 细微 设置 ， 也 束 是 说 ， 意 识 最 重要 的 特征 
EAR IE mmr SII seme anions APP 


i. eo 
语言 的 文 持 。 

显然 设计 一 台 能 模仿 人 类 思维 的 计算 机 十 没有 音义 的 ， 这 需要 输入 
很 多 的 数据 ， 而 且 如 末 没 有 多 年 的 训练 和 积累 的 经 验 ， 效 果 也 不 会 好 。 
不 过 ， 理 论 上 是 人 寿 可 以 制造 一 台 机 右 可 以 通过 无 限制 图 姑 测 试 呢 ? CPF 
尼 特 认为 无 限制 图 姑 测 试 是 很 难 但 很 公平 的 测试 ) REA Ln e VA 
057 丹 尼 特 认为 这 两 个 问题 的 答 宗 者 是 肯定 的 。 


MEREM FAME ATE A AL 4 EHS, «~~~ ASE 
的 隐 含 结论 是 ， 机 械 运 作 的 结果 决定 了 我 们 的 决定 ， 而 不 是 其 他 东西 。 
那么 我 们 所 认为 的 自由 意识 Cree will) 又 是 怎么 一 回 事 呢 ? 

目 由 意识 在 机 械 化 运转 的 宇宙 中 消失 了 ， 这 一 看 法 早 束 暗 售 在 了 决 
定 宇 宙 每 个 粒子 运动 的 严格 的 确定 性 法 则 中 。 皮 埃 尔 皮 西 绽 - 拉 普 拉 斯 
(1749—1827) 在 他 的 《概率 论 》 (Essai Philosophique sur les 
Probabilites, 1814) 中 写 道 : 


ALAS P E BE PIS RUE AR T 220 UH USUS HO 21H] 7J ZB 
HERZ SR T EAS CAE Bes CER YR] AIE IR] AT PT ES 
据 ， 那 么 对 于 大 到 宇宙 中 的 最 大 星体 ， 小 到 最 轻 的 原子 ， 它 对 宇宙 
万 事 万 物 的 运动 的 计算 都 会 包含 在 一 个 公式 中 。 对 于 它 而 言 ， 没 有 
什么 事情 是 不 确定 的 。 未 来 就 像 过 去 一 样 ， 呈 现在 它 眼 前 。- 至 


这 个 观点 通常 称 为 拉 普 拉 斯 妹 (Laplace’s Demon) 。 我 们 很 难 避 
倪 这 一 推理 ;在 大 爆炸 之 后 ， 宇 宙 中 每 个 原子 (包括 组 成 大 脑 中 细胞 的 
那些 ) 的 运动 束 按 照 一 种 已 经 确定 的 模式 固定 下 来 。 

当然 ， 拉 普 拉 斯 兢 并 不 真 的 存在 。 为 了 跟踪 宇宙 中 每 个 粒子 的 运 
动 ， 必 须 用 一 从 比 宇 宙 目 身 还 大 的 计算 机 存储 数据 。 海 秩 伐 测 不 准 原 理 
告诉 我 们 ， 基 础 粒子 的 位 置 和 时 间 不 能 同时 硝 定 。 在 数学 上 ， 把 研究 这 
些 原子 全 揪 结 果 的 问题 归 类 为 “多 体 问 题 ”(many-body problem) ， 而 即 
使 是 3 体 问 题 的 计算 残 足 够 让 人 头疼 的 了 。 

如 果 宇 宙 确 实 是 一 台 图 姑 机 ， 即 使 我 们 知 媳 当前 的 “完全 格局 ”以 及 
这 个 机 占有 具 有 的 所 有 格局 ， 还 是 不 能 够 预测 它 未 来 的 走 同 ， 除 非 真正 
地 “ 跑 ” 一 遍 “ 程 序 ”。 

不 确定 性 是 目 由 意识 的 基础 。 考 思 . 天 斤 德 指出 ， 


停机 问题 不 仅 适 用 于 传统 的 数字 计算 机 ， 也 适合 于 能 进行 数字 
人 馆 辑 运算 的 系统 。 因 为 粒子 健 措 本 质 上 进行 的 是 数字 网 和 辑 的 计算 ， 
所 以 它们 的 未 来 是 不 可 计算 的 ...…... 我 们 面临 抉择 的 时 候 所 感知 的 主 
观 随意 性 束 类 似 集 机 问题 ,一旦 我 们 脑 中 有 一 些 想 法 ， 我 们 并 不 知 
道 它 会 引领 我 们 走 同 何方 。 即 使 它 确实 引领 我 们 去 了 茶 个 地 方 ， 在 
PSZ, RIEDE EERE., 


大 卫 : 多 伊 奇 仔 细 考 虑 了 大 脑 是 “经 典 ” 的 非 量 子 计 算 机 ， 而 不 是 量 
子 计算 机 的 可 能 性 : 


祁 说 大 脑 可 能 是 一 全 量子 计算 机 ， 而 且 直 筑 、 意 识 和 我 们 解雇 


问题 的 能 力 部 基于 量子 计算 。 这 可 能 是 正确 的 ， 但 古 我 没有 看 到 任 
何 证 据 或 任何 让 人 信服 的 论据 ， 证 明 这 是 正确 的 。 我 的 看 法 是 ， 大 
脑 如 果 被 认为 是 计算 机 ， 那 么 它 是 一 全 “经典 ” 的 计算 机 。- L 


然后 他 承认 ,“ 图 灵 对 于 计算 的 解释 ， 即 使 是 从 原理 上 ， 也 似乎 仅 
仅 给 从 物理 角度 进一步 探索 诸如 意识 和 上 自由 意识 等 精神 属性 留 下 了 很 小 
的 空间 ” 记 住 ， 在 量子 物理 的 多 宇宙 理论 里 ， 世 界 十 个 断 分 错 的 ， 在 
一 个 世界 里 你 可 以 选择 做 这 件 事 ， 而 在 为 一 个 世界 里 你 也 可 以 选择 做 力 
一 件 事 。 如 条 这 都 不 是 目 由 意识 ， 那 么 什么 才 有 是 呢 ? 多 伊 奇 总 疆 
JB: ”图 灵 对 于 计算 的 概念 似乎 与 人 关 的 价值 观 不 太 相 关 ， 在 多 宇宙 的 
EAR PEERS ES, AT RATA ARE EAS A TEE CH K 

rain or TKR AA EE DF FC TCH H SL LE YS RE, fix 
图 寻找 预测 结 琳 的 方法 ， 或 者 至 少 能 够 找到 可 Ug] SR AT CBU PIRE i 
琳 不 变 有 的 捷径 。 但 是 他 不 能 ，” 完 全 无 法 预测 系统 将 会 如 何 表 现 ， 除 非 
像 系统 目 且 进化 的 过 程 那样 一 步 一 步 地 计算 .…… 对 于 很 多 系统 ， 根 本 无 
法 进行 系统 性 的 了 预测， 也 没有 普遍 意义 上 的 进化 捷径 ..….…...”* 不 可 能 进行 
有 效 预 测 这 一 事实 给 了 系统 以 行使 目 由 意识 的 目 由 ， 涛 尔 夫 勒 旭 其 至 还 
cha 了 一 个 图 表 ， 展示 了 一 个 ”行为 表现 出 类 似 目 由 意识 的 元 胞 目 动 
J|? o 72 
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法 基于 这 些 规 则 预测 未 来 。 在 我 们 运行 到 属于 未 来 的 那 一 行 代 人 码 前 ， 它 
并 不 存在 。 

就 像 在 《 回 到 未 来 》 三 部 曲 -zi 的 结尾 中 ， 布 朗 博 士 对 麦克 弗 莱 和 
则 殉 说 的 那样 :“ 这 说 明 你 们 的 未 来 还 未 书写 ， 每 个 人 的 未 来 部 还 未 书 
写 。 你 们 的 未 来 取决 于 你 们 如 何 打 造 它 。 所 以 你 们 三 人 要 好 好 把 握 。” 
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图 灵 和 印 奇 证 明了 ， 不 存在 通用 的 过 程 来 判定 任 一 命题 在 一 阶 谓词 
逻辑 系统 是 否 可 证 。 然 而 ， 这 之 后 很 人 ， 最 急 的 判定 性 问题 依然 没有 解 
决 。 这 束 是 著名 的 希 尔 伯 特 第 10 问 题 ， 它 是 大 卫 : 希 尔 伯 特 于 1900 年 在 
AEA E E EE 

| 一 一 | 。 


10， 丢 番 图 方程 可 解 性 的 判定 。 
给 定 一 个 包含 任意 个 未 知 数 的 有 理 整 系数 不 定 方程 ， 试 推导 一 
个 过 程 ， 通 过 有 限 步 运算 判定 该 方程 是 否 存在 有 理 整数 解 。- 


公元 3 世纪 ， 亚 历 山 大 数学 家 丢 盖 图 在 他 的 《算术 》 中 所 所 到 的 代 
数 问 题 ， 痢 可 以 用 一 些 整 系数 多 变量 多 项 式 来 插 述 。 布 尔 但 特 的 第 10 问 
题 融 是 要 求 一 个 通用 过 程 来 判定 东 个 特定 的 寺 番 图 方程 是 侣 有 整数 解 。 

碱 然 ， 在 可 德尔 的 个 完备 性 定理 以 及 好奇 和 图 灵 的 不 可 判定 结 来 诞 
生 以 后 ， 很 少 有 数学 家 还 期 望 有 人 能 达成 希 尔 伯 特 的 愿 晶 , “设计 一 个 
过 程 ”来 判定 丢 盔 图 方程 的 可 解 性 。 很 多 人 其 实 期 望 的 是 一 种 相反 的 结 
R: 不 可 能 有 这 种 通用 过 程 的 证 明 。 

人 很 多 数 季 家 深 深 春 迷 于 硕 尔 但 特 的 第 10 问 题 ， 其 中 有 一 个 人 ， 她 将 
H CUT BOE AETERNI FP38 5; 981018 LAS n] ARES] UEB] Hs CTS ACE 
TE ACRI MV. - 27 FE ID 

AC A MV. 27 TOP ie BIO ze f E UR A ASA CREER E A fil A 
掌 边 授 弄 鹅卵石 。 

我 想 我 天 生 就 喜欢 研究 自然 数 。 对 我 来 说 ， 它 们 就 是 实 实在 在 

的 事物 。 我 们 可 以 力 象 与 我 们 现在 过 然 不 同 的 化 学 或 生物 学 科 ， 但 

征 无 法 想象 万 一 个 跟 现 在 不 同 的 数字 数学 。 在 任 一 宇宙 中 ， 数 字 的 

定理 都 是 通用 的 。 二 - 


朱 莉 亚 . 罗 宾 逊 于 1919 年 出 生 在 圣路易斯 州 ， 原 名 朱 莉 亚 . 饮 曼 。 她 


AS A227 SAA BR A. SRA 7 Fe 2 7 HEBR. QU ES 3 
WARE F, MATA EY PREBLE HREOC GR BY SABI X 
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朱 草 亚 9 罗 的 时 候 ， 得 了 猩红热 ， 然 后 义 古 风湿 热 ， 因 此 休学 了 2 
Eo N IAEE, KERE SRA ERRES ENA 
了 从 5 年 级 到 8 年 级 的 功课 。 


有 一 天 她 告诉 我 ， 无 法 将 2 的 平方 根 计算 到 小 数 点 后 的 余 一 位 
起 开始 循环 。 她 知 直 ， 这 已 是 证 明 过 的 ， 虽 然 她 不 知 赴 是 如 何 证 明 
的 。 我 个 明日 这 征 怎 么 证 明 的 ， 所 以 回 到 家 ， 利 用 新 学 到 的 一 些 开 
平方 的 技巧 试图 目 己 证 明 它 ， 但 是 到 那天 下 午 最 终 放 莽 了 了。 


1933F, RADHA SSR RA. KOE, KWRA E i 
续 逃 离 哥 迁 根 和 其 他 德国 高 等 学 府 。 朱 者 亚 童 年 时 的 疾病 让 她 变 得 害 
Zi. Bat. A, (Ati f ub E LTERJ ESI DORT e 

上 到 高 年 级 的 时 候 ， 她 成 了 班 上 唯一 既 选 修 物 理 又 选修 数学 的 女 
生 ， 而 且 这 些 科 目 她 都 能 获得 好 成 绩 。 她 收 到 的 高 中 毕业 礼物 是 一 把 计 
算 尺 。1936 年 秋 ， 未 满 17 岁 的 朱 莉 亚 去 了 圣迭戈 大 学 〈 现 更 名 为 圣迭戈 
州立 大 学 ) ， 主 修 数 学 。 那 时 ， 她 的 学 费 是 每 学 期 12 美 元 。 朱 和 莉 亚 希望 
自己 将 来 成 为 一 名 教师 ,“ 那 时 我 没 想 过 要 当 数 学 家 〈 数 学 家 毕竟 和 数 
学 教师 完全 不 同 ) ”s 4 

1937 年 ，Simon & Schuster 公 司 出 版 了 一 本 非常 有 名 的 书 《 数 学 精 
5X) (Men of Mathematics) ， 作 者 是 数学 家 E.T. 贝尔 〈1883 一 
19600 。 读 了 这 本 书 ， 朱 莉 亚 才 知 道 数 学 家 是 什么 ， 他 们 真正 做 的 是 什 
么 。 昌 然 这 本 书 在 历史 和 人 物 个 性 方面 有 虚构 的 成 分 ， 但 是 给 了 朱 莉 亚 
ge ee mee eres M 

1939 年 ， 朱 莉 亚 离开 了 圣迭戈 州立 大 学 ， 去 了 加 州 大 学 伯克利 分 
校 。 当 时 伯克利 正在 筹建 一 个 强大 的 数学 系 。 在 第 一 学 年 ， 她 的 数论 老 
PER BS EX, MAS. “第 二 学 期 ， 我 们 仅 有 4 名 学 生 ， 同 
样 ， 我 是 唯一 的 女生 。 拉 斐 尔 让 我 陪 他 散步 ..…. 在 一 次 清晨 散步 的 路 
E, ABRE T TEKRAR R. -L 
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利 的 数学 系 任 教 ， 虽 然 她 已 经 在 统计 系 得 到 了 助教 一 职 。〔 当 她 申请 这 
份 工 作 时 ， 人 事 部 门 问 她 每 天 都 做 什么 。 她 写 道 : “星期 一 一 一 证 明 命 
题 ， 星 期 二 一 一 证 明 命 题 ， 星 期 三 一 证 明 命 题 ， 星 期 四 一 一 证 明 命 





题 ， 星 期 五 ”命题 是 错 的 。”6] 


里 然 拉 要 尔 和 朱 和 闽 亚 部 想 要 个 孩子 ， 但 是 朱 利 亚 的 童年 疾病 让 她 的 


内 心 变 得 十 分 脆弱 。 她 有 过 一 次 流产 ， 医 生 强烈 建议 她 打消 要 孩子 的 全 
x. 
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学 。 他 和 朱 莉 亚 上 了 由 印 奇 主讲 的 课程 ， 还 在 纪念 普林斯顿 大 学 二 百 周 
年 期 间 听 了 哥 德 尔 关于 数学 基础 的 读 。 

BIA SEAS, TREE SE AZ Ee BS ee BY OR SG E. 
塔 斯 基 (1902 一 1983) 指导 下 攻读 博士 ， 并 在 1948 年 全 到 了 博士 学 位 。 
驶 是 在 那 时 ， 她 的 博士 论文 揭示 了 “她 的 主要 学 术 兴 趣 在 饮 辑 学 和 数论 
交织 的 领域 "。- 对 

1948 年 ， 塔 斯 基 让 她 研究 一 个 问题 ， 这 个 问题 牵涉 到 另 一 个 问题 ， 
而 这 就 是 决定 了 她 作为 数学 家 的 职业 生 许 的 硕 尔 们 特 第 10 问 题 。 

就 像 大 多 数 数 学 家 一 样 ， 朱 莉 亚 并 没 指 望 第 10 问 题 存 在 令 希 尔 伯 特 
WERE. FEAT EBA ELH, Wh Sie: 


鉴于 针对 很 多 经 典 的 向 一 个 未 知 数 的 丢 番 图 方程 ， 还 没有 有 效 

的 方法 判定 其 对 于 任意 参数 人 的 可 解 性 ， 因 而 很 可 能 不 存在 一 个 判 
定 过 程 。 例 如 ， 还 没有 方法 判定 以 下 丢 番 图 方程 是 售 可 解 : 

x + ay =s, xay =t? 
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中 ， 所 有 个 数 的 集合 就 是 该 方程 所 有 整数 解 x 的 集合 : 

x—2y - 0 
rJ EEHZTÓEEmE,. HIEÉGXEEHESHEBXINBUBRNM. Wloolysibx 
整数 ， 那 么 x 一 定 是 侦 数 。 

对 于 含有 多 释 量 有 的 于 番 图 方程 ， 可 以 定义 一 个 于 番 图 天 系 
(Diophantine relation) 。 例 如 ， 假 设 你 想 表 达 x 比 y 小 这 一 关系 ， 满 足 这 
SRAM XA YD UE ize PAB AT FEBRE: 


x-ytz+1=0 
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其 中 x 和 y 都 是 变量 。 

将 指数 引入 丢 番 图 方程 的 讨论 中 一 开始 看 上 去 并 不 相关 。 丢 番 图 广 
程 中 不 允许 指数 出 现 。 丢 番 图 方程 可 以 包含 变量 的 整数 次 宫 ， 但 是 不 能 
包含 变量 的 变量 次 宕 。 

不 过 ， 这 篇 论文 指出 指数 是 一 个 很 重要 的 关系 ， 因 为 二 项 式 系数 、 
阶乘 函数 和 素数 集合 都 可 以 用 指数 来 定义 。 指 数 关系 有 没有 可 能 就 是 丢 
番 图 关系 ， 因 为 它 可 以 定义 为 入 番 图 关系 ? 答案 并 不 肯定 ， 但 是 朱 莉 亚 
的 论文 还 证 明了 ， 指 数 可 以 用 任何 一 个 有 着 近似 指数 级 增长 的 丢 盔 图 关 
系 来 定义 。 虽 然 目前 还 未 发 现 这 样 的 丢 番 图 关系 ， 但 她 说 “非常 有 可 
B" Do 存在 这 样 的 丢 番 图 关系 . 
严格 来 说 ， 费 马 的 最 后 定理 《也 称 费 号 大 定理 ) JAAR 
方程 


xt + yt = gn 


费 马 定 理 声 称 这 个 方程 在 n 大 于 2 时 没有 整数 解 ， 也 就 是 说 ，mn 在 这 
里 被 视 为 变量 。 将 n 登 换 成 任意 一 个 大 于 2 的 整数 ， 这 个 方程 加 变 成 了 一 
个 丢 番 图 方程 。 如 果 指 数 关 系 确实 是 一 种 丢 番 图 天 系 ， 那 么 费 马 的 这 个 
方程 束 成 为 一 个 标准 的 丢 番 图 方程 ， 虽 然 它 比 一 般 形式 更 为 复 染 。 

未 利 亚 的 论文 肥 表 在 1950 年 的 国际 数学 家 大 会 上 。 那 届 大 会 在 哈佛 

马丁 : 戴 维 斯 早 在 纽约 城市 学 院 读 本 科 的 时 候 ， 束 为 布尔 但 特 的 第 
10 问 题 所 看 迷 。 纽 约 城 市 学 院 数 学 系 的 教授 埃 米 尔 : 波 斯 特写 过 一 句 
话 ， 大 意 是 第 10 问 题 “ 下 乞求 人 们 证 明 它 是 不 可 解 的 ”?。- 

戴 维 斯 在 普林斯顿 读 研 究 生 的 时 候 ， 友 现 目 己 “ 完 全 没 办 法 不 想 希 
尔 们 特 的 第 10 问 题 ， 我 认为 ， 对 于 这 个 如 此 困难 的 问题 我 几乎 不 可 能 
到 出 路 ， 我 试 着 将 上 自己 的 注意 力 从 它 号 上 移 开 ， 却 发 现 做 不 到 ”， 虽 然 
戴 维 斯 的 博士 论文 确实 涉及 了 这 个 主题 。 

马丁 - 戴 维 斯 参加 国际 数学 大 会 时 刚刚 拿 到 博士 学 位 。 末 利 亚 还 记 
得 马丁 - 戴 维 斯 当时 对 她 论文 的 反应 有 点 让 人 费解 :“ 我 记得 他 说 过 ， 他 
并 不 完 得 我 的 论文 对 解决 布尔 伯 特 问题 有 什么 帮助 ， 因 为 论文 里 只 是 一 
RIAT. Rin WE, RECAST. RENREN: “R 
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斯 坦 斯 与 了 好 的 第 一 本 书 《 从 0 到 无 穷 》 (From Zero to Infinity, 
1955) 。 在 她 们 姐妹 去 了 哥 廷 根 “ 明 对 ?后 ， 康 斯 坦 斯 又 写 了 一 本 天 于 币 
尔 但 特 的 传记 “1970〉 。 我 在 本 书 的 第 3 重 中 大 量 参考 了 这 本 传记 。 康 
斯 坦 斯 随后 义 写 了 儿 本 传记 ， 她 笔下 的 人 物 有 理 便 德 : 柯 表 (1976) 、 
Z9 (1982) . E.T. 贝尔 (1993) 。 后 来 ， 她 专门 写 了 一 本 书 献 给 妹 
tk: (FAW: 数学 人 生 》 (Julia: A Life in Mathematics, 1996) . 

1E1958fF. 19592F AIL9602F HY ELA, 5T ET Sais br RA 
(1926—) ERF. EEA ATA ie eR, (Be hE 
BPN 77 TE a ALR. 1959*E b, HI AI KE | 
ASI LVEF. Boa, TMA ZARA — tr Ve SCN Bf. AS I ML SE T 
FEY RD — T ABRAA eM S te OC HAUS AT EY Al 
xE JH] el” (The Decision Problem for Exponential Diophantine 
Equations) ， 并 于 1961F RKR. H4 

BLU VE inl, RUCK TIME EATEN, BUA BATE 
的 一 种 变形 ， 它 允许 指数 以 几 种 形式 出 现 : AGAR ee, SUAE 
Em TEREKE AmE RERET o WERE R 
南 普 朱 莉 亚 合作 的 这 篇 论文 ， 在 第 二 句 话 提 到 : 证 明 的 结果 是 “并 没有 
AA BZ OR AI XE dH EE E873 EEn A IE BUR” o 

ME, FA) PE Fi RARE EB LOT] I — 272 XE. IRR BEN E 
ZEE JUR) RRE FEM FE” o LI MEE EU TF CEXL TA TR I 
KWABAKA, REA SMKARADMEERAKA, EME 
it, teat ATE RANA KNEE AUT RE. 
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学 期 讲授 的 是 哲学 ) ， 贫 尔 从 事 和 友 表 一 些 希 尔 伯 特 第 10 问 题 的 研究 。 
在 1969 年 的 《数论 的 研究 现状 》 (Studies in Number Theory) 中 ， 她 写 
了 了 40 页 访 幅 的 一 章 来 总 结 当 时 数论 研究 的 进展 ， 这 章 提 出 了 一 个 最 为 重 
要 的 难题 : 


关系 r= S' 是 丢 番 图 天 系 吗 ? 如 果 是 ， 所 有 的 指数 丢 番 图 方程 
邵 可 以 车 换 成 等 价 的 有 更 多 变量 的 丢 番 图 方程 。 为 外 ， 所 有 的 递归 
nS ABE AKA, AEA ARBRE SS LOTH LAS n] A 
定 。 目 前 为 止 ， 我 们 依然 不 知道 是 不 是 这 样 。- 


20 世 纪 60 年 代 ， 戴 维 斯 在 雷 舍 利 尔 理工 学 院 和 纽约 大 学 授 诬 ， 经 当 
有 机 会 讲授 希 尔 伯 特 的 第 10 问 题 。 如 条 有 人 请 他 预测 这 个 问题 的 可 解 性 
或 不 可 解 性 ， 他 融会 像 硕 人 来 革 经 里 的 先知 那样 ， 说 出 早已 准备 好 的 回 
B: RUNKA F RIME ERLA, WH ERRARE 


REALE. ZL 

尤 里 : 马 带 亚 塞 维 奇 于 1947 年 出 生 在 俄罗斯 的 圣彼得堡 ( 即 前 苏联 
的 列宁 格 勒 ) ， 他 高 中 时 候 的 学 校 很 注意 学 生 数 学 和 科学 素质 的 培养 。 
马 带 亚 塞 维 奇 17 岁 的 时 候 进 入 国立 列宁 格 勒 大 学 学 习 ，1966 年 就 在 莫 斯 
科 进 行 的 国际 数学 家 大 会 上 发 表 过 演讲 。1970 年 ， 他 从 斯 捷克 洛 夫 数学 
研究 所 列宁 格 勒 分 部 〈 也 束 是 著名 的 LOMI) 取 到 了 博士 学 位 。 

马 带 亚 窜 维 奇 第 一 次 昕 说 希 尔 伯 特 第 10 问 题 是 在 1965 年 ， 当 时 他 在 
国立 列宁 格 勒 大 学 读本 科 二 年 级 。 他 的 导师 马 斯 洛 夫 〈1939 一 1981) $ 
挡 淡 写 地 告诉 他 :“ 试 着 去 证 明 丢 番 图 方程 的 不 可 解 性 。 这 个 问题 也 叫 
做 希 尔 伯 特 第 10 问 题 ， 但 你 不 必 理 会 这 些 。” 他 还 癌 马 蒂 亚 塞 维 奇 推荐 
了 一 种 研究 方法 :“ 现 在， 不 可 解 证 明 的 通常 途径 是 ， 将 需要 证 明 的 问 
题 规约 到 已 知 证 明 的 其 他 不 可 解 的 问题 上 。?” 马 斯 洛 夫 不 推荐 马 带 亚 守 
维 奇 看 关于 和 希 尔 们 特 第 10 问 题 的 相关 研究 文献 ， 他 说 : “关于 这 个 问 
是 ， 现 在 只 有 几 个 美国 数学 家 发 表 了 一 些 研 究 成 果 ， 你 不 需要 看 .………. 美 
国人 至 今 还 没 证 明 这 个 问题 ， 所 以 他 们 的 方法 很 可 能 不 恰当 。 半 2 

几 年 里 ， 马 蒂 亚 塞 维 奇 尝试 了 一 些 不 同 的 方法 解决 希 尔 伯 特 第 10 问 
题 ， 但 都 陷入 了 死胡同 。 他 对 这 个 世界 难题 的 痢 迷 逐渐 传 通 了 国立 列宁 
格 勒 大 学 的 校园 。 一 位 教授 嘲笑 他 : “你 证 明了 希 尔 伯 特 第 10 问 题 不 可 
fE E? 还 没有 ? 那么 你 将 无 法 从 这 里 毕业 ! ol Oe SESE S) ERR 
决定 读 一 读 美 国人 的 论文 ， 这 其 中 包括 了 最 重要 的 1961 年 戴 维 斯 年 普 特 
南 普 朱 莉 亚 合 著 的 论文 。 

1970 年 新 年 刚 过 ， 马 带 亚 考 维 奇 找到 了 一 个 与 裴 波 那 契 数 有 关 的 满 
足 朱 莉 亚 :罗宾逊 假设 的 丢 番 图 关系 。 他 当年 只 有 22 岁 。 他 在 1 月 底 做 了 
关于 和 希 尔 伯 特 第 10 问 题 不 可 判定 的 第 一 次 公开 报告 ， 很 快 传 通 了 世界 。 
"kj NEA xb emu: “让 我 特别 高 兴 的 是 ， 如 果 你 真 的 才 22 安 ， 那 
当 我 最 初 提出 那个 狂想 的 时 候 ， 你 还 是 个 孩子 ， 而 我 个 得 不 等 你 长 大 ! 


AKI SEAR 27 3&3 T 19715E BTE VIT FEED. FEUII Dus MESE 
ART AI © ER PRIJE, fünf LITERE: i EDT FE HU Taek 


Ay REE CBSE) Z5 pud RAE LO aS r— 
Aulas. ALI] x. 1982€, SZ Hine ek AZ TE CHT EA AN 
n[AJzETE) BY, EXS f ed CH AR EY SC BE 7335 4s 33 B] BY 3 — e 
19744F5H, FB SUE ER EAE A a A AAS iT Sy A A JAB 
KR, IKEA WIE FFs OR ERG TE ET Sy IEE ap A A WV. 
共同 呈现 了 一 篇 文章 : ” 丢 番 图 方程 : 负面 解 的 积极 因素 “(Diophantine 
Equations: Positive Aspects of a Negative Solution) -22L， 在 其 中 探讨 了 


P EAR E; EAS BY AE EY HE BS APES HORIS LAS RB Zee 

EH TE RA i OR ES ES 1018] eR BASH VE, RRE 7 3X 
广为人知 。1976 和 年， 她 终于 在 伯克利 普 升 为 正教 授 ， 并 成 为 美国 科学 院 
第 一 位 女性 数学 家 。1982 年 ， 她 成 为 美国 数学 学 会 第 一 位 女 主 席 。 她 还 
A (3x RET HAT) (Ladies Home Journal) 列 入 百 位 美国 最 杰出 女性 
HA HR, —231 

19834E, ACH XE A FEI BRS PE suu CHIARA RT XU). 
她 匿名 捐赠 了 部 分 奖金 ， 用 来 支持 牛津 出 版 社 出 版 《 哥 德 尔 文集 》。 这 
本 书 现在 是 每 一 个 研究 数学 逻辑 和 可 计算 性 的 学 者 必 人 参考 的 一 本 网 书 。 

1984 年 ， 朱 者 亚 . 罗 宾 逊 被 诊断 出 患 有 日 血 病 。 她 于 次 年 逝世 ， 廊 
年 65 岁 。 她 的 丈夫 拉 斐 尔 : 罗 宾 壕 在 1995 年 去 世 ， 蛙 年 83 岁 。 

马 带 亚 寨 维 奇 现在 已 是 花甲 之 年 。 本 书 出 版 时 ， 蕊 丁 : 戴 维 斯 也 有 
80 岁 了。 他 们 两 个 人 现在 仍然 活跃 在 数学 界 。 

19934E, JPEE I (AIARRA (Hilberts 
Tenth Problem) , 4E TRU SE LIBE hk. BAA IAY 
B10 UA AY E] uE BI] de SAGAR AR, (A Se NV SEES] ER SS 
J uEBS, 而 这 个 重 写 后 的 证 明 目 成 体系 ， 儿 乎 无 需 引 用 任何 之 前 的 研 


ye 
《布尔 伯 特 的 第 10 问 题 》 的 第 5 草 所 到 了 图 元 机 。 作 为 计算 机 时 代 
的 产物 ， 马 带 亚 畴 维 柯 用 现代 编程 语言 的 专业 术语 拉 述 他 的 机 硕 的 工作 
原理 ， 并 阐述 了 它们 和 程序 设计 语句 的 关系 。 他 证 明了 “图 灵机 不 能 判 
je REBATE EAA MH, BREWER BATES”. OH 
ABTS ae Wiehe VRAT]: ZS AI BE AIAN; 过 了 
TZIZ, PARRA, Mca 2, RI SAE: 五 年 之 
后 ， 婚 姻 之 神 网 给 他 一 个 儿子 ， 可 儿子 圣 年 仪 是 其 父 的 一 半 束 进入 了 冰 
INDE; 莫 伤 只 有 徘 研 究 数 学 问题 去 消解 ， 义 过 四 年 ， 他 也 走 完 了 人 
生 的 旅途 。 
17 个 世纪 后 ， 阿 宕 :图 灵 在 与 丢 番 图 儿子 相似 的 年 纪 ， 注 然 长 逝 。 
后 人 信 助 他 用 无 与 伦比 的 想象 力 创 造 出 来 的 翅膀 才 得 以 继续 探索 人 关 智 
ma HUY ZUR. ERKAKKA Ee A Be EN X e 
ZBAMA RICE Pf WE. SUPR AADSBUJAUEL RR, HAA 
ARAN, “HEA, Myre hss, JEDE ST AD. 
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